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1 理想语言

习题 1.1. 设 L/K 是 n次有限可分扩张.

(1) 证明如下迹与范的性质 (其定义见讲义 2.1 开头): TrL/K(α) =
∑

σ(α), NL/K(α) =∏
σ(α),在求和与求积号中, σ都是跑遍 HomK(L,K).

(2)设 α1, · · · , αn ∈ L,证明有矩阵乘积

(Tr(αiαj))i,j = (σi(αj))i,j(σi(αj))
t
i,j .

从而判别式 dL/K(α1, · · · , αn) = (det(σ(αj))σ,j)
2. (回忆,一组元素的判别式 dL/K 是迹诱导的双

线性配对 TrL/K(xy)在这组元素下度量矩阵的行列式)

(3)对于 f(T ) ∈ K[T ]次数为 n,设 α1, · · · , αn是 f(T )在 K̄ 中的 n个根 (带重数). 定义多项

式的判别式 disc(f) =
∏

1≤i<j≤n(αi − αj)
2. 证明当 f(T )不可约时,即 L = K(α),

disc(f) = dL/K(1, α, · · · , αn−1).

(4)若 L = K(α), f(T )是 α在K 上的首一极小多项式,证明

dL/K(1, α, · · · , αn−1) = (−1)
n(n−1)

2 NL/K(f ′(α)).

(5)对 f(T ) = Tn + a, Tn + aT + b, a, b ∈ K,给出 disc(f)的一个公式.

习题 1.2. (1)证明对每个代数数 α,存在 0 6= n ∈ Z使得 nα是代数整数.

(2)证明对 Q的代数扩域 L(不一定是有限扩张), OL := Z ∩ L的分式域是 L.

如果你知道环 (以下环都交换含 1) 的局部化的概念 (例如 Atiyah, Macdonald 交换代数导引

第三章开头),做做习题1.3:

习题 1.3. 设 A ⊂ B 是环. 设 C 是 A在 B 中的整闭包,设 S ⊂ A是个乘法封闭集,证明 S−1A在

S−1B 中的整闭包是 S−1C.

注 1.1. 上述练习中,取 A = Z, B = Q, S = Z \ {0}. 则 S−1A = Q,故 S−1A在 B 中的整闭包就

是 B = S−1B 自身. 那么,根据习题1.3的结论就有 Q = S−1Z. 也就是说 Q中的元素都可以写成
α
s , α ∈ Z, s ∈ Z的形式.

习题 1.4. 设 R是诺特整环, I 是 R的一个非零分式理想. （分式理想, I−1,及可逆的定义见 <讲

义定义 2.9>）

(1)证明 I−1也是分式理想.

1



(2)证明 I 可逆当且仅当存在分式理想 J 使得 IJ = (1).

习题 1.5. 在 Z[
√
−3]中,对 m = (2, 1 +

√
−3),计算 m−1, mm−1. 说明 m不是 Z[

√
−3]的可逆理

想.

习题 1.6. (1) 证明在 UFD 中素元和不可约元是一回事. (所谓素元是指其生成的主理想是素理

想.)

(2)证明对于 Dedekind整环 R, R是 UFD能推出 R是 PID.

习题 1.7. 设 R是 Dedekind整环, K 是其分式域. 令 IK 是其 (非零)分式理想群. 给定非零素理

想 p,定义

vp : IK → Z, I 7→ ap如果I =
∏
p

pap 是素理想分解式.

将 vp((α))写成 vp(α),从而 vp定义了K×到 Z的同态:

vp : K
× → Z, 我们还约定vp(0) = ∞.

证明: (1)vp(I + J) = min{vp(I), vp(J)}, vp(I ∩ J) = max{vp(I), vp(J)}. (即"加"是"最大公

因子", "交"是"最小公倍数理想")

(2)若 α, β ∈ K×, vp(α+ β) ≥ min{vp(α), vp(β)},且 vp(α) 6= vp(β)时,成立等号.

习题 1.8 (中国剩余定理). 证明: 设 R是 Dedekind整环，设 I ⊂ R是理想, I =
∏

1≤i≤g p
ei 是其

素理想分解. 则

R/I ∼=
∏

1≤i≤g
R/pei .

习题 1.9. (1)证明只有有限个素理想的 Dedekind整环是主理想整环.

(2)由此推出 Z[
√
−5]有无穷多个素理想.

(3)通过考虑 Z ⊂ Z[
√
−5]得出 Z也有无穷个素理想. 由此得出素数无穷: -)

习题 1.10. 如果你知道什么是模的张量积还有代数的张量积，试证明: (K∞ 的定义以及映射

K → K∞在讲义第三讲里)存在 R-代数同构K ⊗Q R ∼= K∞使得下图交换 (竖箭头是自然映射)

K

K ⊗Q R K∞

习题 1.11 (格的定义). 设 Γ是 n-维实线性空间 V 的子集. 则下面的 (1)与 (2)等价, (i)与 (ii)等

价. 若满足 (1)或 (2),称 Γ是 V 的格. 若满足 (i)或 (ii)，称 Γ是 V 的满格或完全格.

(1)Γ是 V 的离散子群;

(2)存在线性无关的向量 α1, · · · , αk 使得 Γ = Zα1 + · · ·Zαk.

(i) Γ是 V 的离散子群且 V/Γ紧;

(ii)存在线性无关的向量 α1, · · · , αn使得 Γ = Zα1 + · · ·Zαn.
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习题 1.12 (微积分习题). 对 t ≥ 0,令

Xt = {(x1, · · · , xr1 , z1, · · · , zr2) ∈ Rr1 × Cr2 |
r1∑
i=1

|xi|+ 2

r2∑
j=1

√
zj z̄j ≤ t}

则 µ(X) = 2r1(π/2)r2 tn

n! . (C的测度我在讲义中约定过)

习题 1.13. 计算 Q(
√
−2),Q(

√
−6),Q(

√
10)的类群与类数.

习题 1.14 (思考题). 设 p是素数,证明 Q(ζp)的整数环是 Z[ζp].

习题 1.15. 设 θ是 f(T ) = T 3 − T 2 − 2T − 8的一个根, K = Q(α). 求 K 的一组整基. 证明不存

在 α ∈ OK 使 OK = Z[α].

习题 1.16. (1)试举例存在数域 K 中的元素在每个嵌入 K → C下的绝对值都是 1，但它不是单

位根.

(2)试举例存在K 和元素 α ∈ OK 使得 α在某个嵌入K → C下的绝对值 |σ(α)|σ 是 1,但它

不是单位根.

习题 1.17. 设 K = Q(
√
d), 称 ϵ = a + b

√
d是 K 的基本单位如果 O×K = 〈ϵ,−1〉且 a, b > 0. 求

K = Q(
√
223)的基本单位. 求证 x2 − 223y2 = ±3有 Q-解但没有 Z-解.

习题 1.18. 回忆我们有 OK 在 K∞ 下离散. 利用Minkowski定理证明,对任意的 σ′ ∈ S∞, OK 在∏
σ∈S∞\{σ′}Kσ 中稠密.

注: 这个结论推广了如 Z[
√
2] ⊂ R2, a+ b

√
2 7→ (a+ b

√
2, a− b

√
2)中离散,但 Z[

√
2] ⊂ R中

稠密的现象.

第四周作业: 冯克勤-代数数论，科学出版社 2000: 第 64-65页习题 1，2，3，4，7.

习题 1.19. 设 p是素数, k是正整数. 设 ζ = exp(2πi
pk

)是 pk 次本原单位根. 证明 1− ζ 的极小多项

式 f(T )是 p-Eisenstein的,证明 [Q(ζ) : Q] = φ(pk) = pk − pk−1,这里 ϕ是欧拉函数. 证明 Z[ζ]是

Q(ζ)的整数环.

习题 1.20. 思考题: 是否存在 Q的无限代数扩张 Ω ⊂ Q使得 OΩ := Ω ∩ Z是 Dedekind整环.

习题 1.21. 设 K/Q在素数 p处完全分歧,证明存在 π ∈ OK 使得 K = Q(π)且 π 的极小多项式

是 p-Eisenstein的.

习题 1.22. 设 m 是正整数, 证明 Q(ζm) 的整数环是 Z[ζm]. (提示: 可利用讲义中第 9 节一般

Dedekind整环的内容或者参考冯老师书).

习题 1.23. 证明: 若二次域K 的判别式是 d,则包含K 的最小分圆域是 Q(ζ|d|).

习题 1.24 (分歧指数与惯性指数的传递公式). 设 L/E/K 是数域的扩张,设P是 L的一个非零素

理想, PE = P ∩ E, p = P ∩K 分别是 E, K 在 P之下的素理想. 证明

e(P/p) = e(P/PE)e(PE/p), f(P/p) = f(P/PE)f(PE/p).

习题 1.25. 求K = Q(
√
223)的类群.
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习题 1.26. (1)是否存在首一不可约多项式 f(T ) ∈ Z[T ]使得 f(T )模每个素数都可约?

(2) (思考题)是否存在首一不可约多项式 f(T ) ∈ Z[T ]使得 f(T )模每个素数方幂都可约?

(3) (思考题)是否存在首一不可约多项式 f(T ) ∈ Z[T ]使得 f(T )模每个整数都可约?

冯克勤书第二章第三节习题 3，4，5，7选做两题.

2 赋值语言

习题 2.1. 证明 Zp是列紧的. 利用度量空间中列紧等价于紧,知 Zp紧.

Zp的等价描述: 对每个 n,我们有自然映射 Z/pn+1Z → Z/pnZ. 定义逆向极限

lim
←

Z/pnZ = {(xn) ∈
∏
n≥1

Z/pnZ : xn+1 7→ xn,∀n}.

将 Z/pnZ赋予离散拓扑,
∏

n≥1 Z/pnZ乘积拓扑, lim
←

Z/pnZ子空间拓扑.

习题 2.2. 验证这样定义的拓扑是使得对每个 n,如下自然投射连续的最粗拓扑:

lim
←

Z/pnZ → Z/pnZ, (xn)n 7→ xn.

习题 2.3. 证明自然映射 Zp →
∏

n Zp/p
nZp

∼=
∏

n Z/pnZ是单射,且它的像是 lim
←

Z/pnZ.并且诱

导了拓扑环同构 (既是环同构又是同胚)

Zp
∼= lim
←

Z/pnZ. (2.1)

习题 2.4. 考虑同态
Z →

∏
n

Z/pnZ, x 7→ (x mod pn)n.

这是个单同态. 证明 Z在右边的闭包是 lim
←

Z/pnZ. 我们有如下交换图

Z lim
←

Z/pnZ

Zp lim
←

Zp/p
nZp.

∼=
∼=

由此知 Zp 是
∏

Z/pnZ 的闭集, 而后者根据点集拓扑学知是紧空间, 从而 Zp 作为紧空间的

闭集也是紧的.

习题 2.5. Zp中的数可唯一的写成如下形式

a0 + a1p+ a2p
2 + · · · , ai ∈ {0, 1, · · · , p− 1}.

从而 Qp中的数可唯一的写成
a−n
pn

+
an−1
pn−1

+ · · ·+ a0 + a1p+ a2p
2 + · · · , ai ∈ {0, 1, · · · , p− 1}.

这些称作是标准展开.

习题 2.6. (1)将 −1写成上面练习中的形式.

(2)将 1
p−1 ∈ Zp写成上面练习中的形式.
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(3)利用 Hensel引理证明 T 2 + 1在 Z5 中有两个不同的根,将它的两个根写成上面练习中的

形式,精确到 O(53)即可.

习题 2.7. 利用 Hensel引理或者指数对数函数证明 1 + 8Z2 = (Z×2 )2.

习题 2.8. 证明 Q×2 ∼= Z × Z2 × Z/2Z以及 Q×p ∼= Z × Zp × Z/p− 1Z. 证明 Q×p 的指数有限的子

群都是开子群.

习题 2.9. 求 T 3 − 2在 Z5[T ]中的分解. 每个多项式因子的系数精确到 O(53). 写出 K = Q( 3
√
2)

到 Q5的三个嵌入,并说明哪些是共轭的,哪些给出K 相同的赋值.

写出K 到 C的三个嵌入,并说明哪些是共轭的,哪些给出K 相同的赋值.

习题 2.10. 设 A是 Dedekind整环, K 是其分式域, L/K 是有限扩张, B是 A在 L中整闭包. 设P

是 B 的非零素理想,设 p是 A的 P之下的素理想. 设 IB 和 IA分别是 B 和 A的分式理想群. 定

义 P的范数

NL/K(P) = pf , f = f(P/p).

将其延拓为群同态

NL/K : IB → IA.

(1)这个映射称作是理想的范数. 将第一章 1.3节的结论推广到此情形.

(2)设 AKLB = Zp,Qp,Kv,Ov. 利用此证明若 π是 Ov 的极大理想的一个生成元,

ordp(NKv/Qp
(π)) = pf(v/p).

习题 2.11. (1)设K 是数域. 证明 A×K 的拓扑严格细于作为 AK 自空间的拓扑.

(2)证明 AK 和 A×K 的拓扑是 Hausdorff且局部紧的，(但本身非紧),且具有可数基. (选一个

证即可)

(3)解决 <数论 I> 188页的问题 7.

习题 2.12 (弱逼近定理, Neukrich第二章 3.4). 设 K 是任意域, | · |1, · · · , | · |n 是 K 上的 n个两两

不等价的赋值. 记Ki是K 在 | · |i下的完备化. 证明K 在 (自然嵌入)
∏n

i=1Ki中稠密.

注. 当 K 是数域时,注意到强逼近定理可推出弱逼近定理. 弱逼近定理的好处是它是对任意域成

立的.
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