
代数数论 2018 春

考试时间：2:00 - 4:00 。共 10 题，每题 10 分。

如下是 Q(ζ15) 的子域扩张图:

Q(ζ15)

Q(ζ5) Q(
√
5,
√
−3) Q(ζ15 + ζ−1

15 )

Q(
√
−3) Q(

√
5) Q(

√
−15)

Q

1. 求素数 2 和 5 在 Q(ζ15) 的分歧指数与惯性指数。

证明. 利用如下事实：设 p是个素数，Q(ζpn)中分歧的只有素数 p，且 p是完全分歧，(p) = (1−ζpn)ϕ(p
n).

2 在 Q(ζ3),Q(ζ5) 中均不分歧。所以 2 在 Q(ζ15) 中不分歧。即分歧指数为 1.
2 在 Q(ζ15) 中的惯性指数等于 2 mod 15 在 (Z/15Z)× 中的阶 4, 所以惯性指数为 4.
5 在 Q(ζ5) 中的分歧指数为 4, 在 Q(ζ3) 中不分歧，所以 5 在 Q(ζ15) 的分歧指数为 4.

5 在 Q(ζ3) 中的惯性指数等于 5 mod 3 在 (Z/3Z)× 中的阶 2. 或者利用勒让德符号
(
−3

5

)
= −1 知

5 在 Q(
√
−3) 中惯性。所以 5 的惯性指数为 ≥ 2, 而 5 的分歧指数是 4, 而 [Q(ζ15) : Q] = 8 知 5 的惯性

指数为 2.

2. 决定素数 2 和 5 在 Q(ζ15) 中的分解域与惯性域。

证明. 由于 2 在 Q(ζ15) 中不分歧，所以它的惯性群平凡，惯性域为 Q(ζ15).
2 的分解群由 Frob2 生成，在标准同构 Gal(Q(ζ15)/Q)) ∼= (Z/15Z)× 下，Frob2 生成的群对应于

{2 mod 15, 4 mod 15, 8 mod 15, 1 mod 15} ⊂ (Z/15Z)×. 它所对应的子域即惯性域是 Q(
√
−15).

或者利用 2 的分解域是最大的子域使得 2 完全分裂，由于 2 的分裂指数为 2，所以这个域是二次域，
由于 2 在 Q(

√
−15) 中分裂，所以这是它的分解域。

对于 5，在 Q(ζ5) 中完全分歧, 在 Q(ζ3) 中不分歧。设 I5 为 5 的惯性群，则在同构
Gal(Q(ζ15)) ∼= Gal(Q(ζ3)/Q) × Gal(Q(ζ5)/Q) 下，I5 的像为 Gal(Q(ζ5)/Q). 所以 I5 所确定的域为

Q(ζ3). 即惯性域为 Q(ζ3) = Q(
√
−3).

也可利用 5 的惯性域是最大的子域 K 使得 5 在 K/Q 中不分歧，则从上面的域扩张关系图上知 5 的
惯性域是 Q(

√
−3).

由于 5 的分解群的阶为分歧指数 × 惯性指数 = 8. 所以分解群为 Gal(Q(ζ15)/Q), 对应的分解域为 Q.

3. 证明扩张 Q(ζ15)/Q(ζ15 + ζ−1
15 ) 在每个素理想处均不分歧，在每个无穷素位处均分歧。



证明. 由 Q(ζ15) = Q(ζ15 + ζ−1
15 )(ζ3), 知只可能在 3 之上的素理想分歧。由 Q(ζ15) = Q(ζ15 + ζ−1

15 )(ζ5) 知
只可能在 5 之上的素理想分歧。故在每个素理想处不分歧。
容易看出这个结论与证明可推广为：当 n 不是个素数幂时，Q(ζn)/Q(ζn + ζ−1

n ) 中的素理想均不分
歧。
由于 ζ15 + ζ−1

15 的共轭根的形式为 ζk15 + ζ−k
15 , 均是实数，所以 Q(ζ15 + ζ−1

15 ) 只有实嵌入，而 Q(ζ15)
只有复嵌入，所以无穷素位均分歧。

4. 求 Q(
√
5) 的基本单位，求 Q(

√
−15),Q(

√
−3),Q(

√
5) 的类数。

证明. (1, 1) 是 x2 − 5y2 = ±4 的整数解，且显然是纵坐标最小的正整数解，所以 1+
√
5

2 是 Q(
√
5) 的基

本单位。
Q(

√
−3),Q(

√
5) 的 Minkowski 常数均小于 2, 所以类数为 1.

Q(
√
−15) 的 Minkowski 常数小于 3, 所以它的类群由 2 之上的素理想 (2, 1 +

√
−15) 生成，由

x2+15y2

4 = 2 无整数解以及 x2+15y2

4 = 4 有整数解 (1, 1) 知 (2, 1 +
√
−15) 在类群中阶为 2. 故类数为 2.

5. 令 F = Q(
√
5,
√
−3)，求 F 的类数。

证明. 由于 Q(
√
−5),Q(

√
−3)的判别式互素，由教材 24页引理 9，F 的判别式 d(F ) = 52×(−3)2 = 225.

显然 F 有两对复嵌入。F 的 Minkowski 常数

MF = (
4

π
)2

4!

44

√
|dF | < 3

设 p是 OF 整除 (2)的素理想，则由 (2)在 Q(
√
5)中惯性在 Q(

√
−15)中分裂知 f(p/2) = g(p/2) = 2.

注意到
√
5+

√
−3

2 = 1+
√
5

2 − 1−
√
−3

2 是代数整数，且

NF/Q(
√
5)(

√
5 +

√
−3

2
) = 2

知 p = (
√
5+

√
−3

2 ), 从而 F 的类数是 1.

6. 记 χ−15 为 Q(
√
−15) 的非平凡 Dirichlet 特征，L(s, χ−15) 为其 L 函数，求 L(1, χ−15).

证明.
方法 1：如果做了 Gauss 和符号的习题，可直接按 L(1, χ) 的公式计算，即教材 211 页。

方法 2：利用 zeta 函数分解以及类数公式：

ζQ(
√
−15)(s) = ζ(s)L(1, χ−15),

则

L(1, χ−15) = lim
s→1+

ζQ(
√
−15)(s)

ζ(s)
=

2π × 2

2×
√
15

=
2π√
15

最后两个等号用了 Q(
√
−15) 的复嵌入对数为 1, 实嵌入个数为 0, 类数为 1, 正则子为 1, 单位根个数为

2, 判别式为 −15.

7. 证明 O×
F = ϵZ × µ6. 其中 µ6 是 6 次单位根群，ϵ = 1+

√
5

2 .



证明. 第一步：求 F 的单位根群 WF，显然 µ6 ⊂ WF ⊊ WQ(ζ15) = µ30. 得 WF = µ6.
第二步：由于 F 的 r2 = 2, r1 = 0, 存在 u ∈ O×

F 使得 O×
F = uZ × µ6. 而 ϵZ × µ6 ⊂ O×

F . 故 ϵ = ukw,
k ∈ Z, w ∈ µ6. 我们需要证明 k = 1. 而 RF := log |σ(u)|2 = 2k log 1+

√
5

2 , 其中 σ 是 F 的一个复嵌入。

k = 1 等价于 RF = 2k log 1+
√
5

2 .
下面来利用类数公式来证明 F 的正则子 RF = 2 log 1+

√
5

2 ：

Gal(F/Q)是 4阶群，它的 3个非平凡特征为 Gal(Q(
√
5)/Q),Gal(Q(

√
−3)/Q),Gal(Q(

√
−15)/Q)的

非平凡特征，即三个二次子域的非平凡 Dirichlet 特征，记为 χ5, χ−3, χ−15. 根据 zeta 函数的分解有

ζF (s) = ζ(s)L(s, χ5)L(s, χ−3)L(s, χ−15).

利用 Q(
√
5),Q(

√
−3),Q(

√
−15) 的类数公式求得

L(1, χ5) = lim
s→1+

ζQ(
√
5)(s)

ζ(s)
=

2√
5

log 1 +
√
5

2

L(1, χ−3) = lim
s→1+

ζQ(
√
−3)(s)

ζ(s)
=

π

3
√
3

L(1, χ−15) = lim
s→1+

ζQ(
√
−15)(s)

ζ(s)
=

2π√
15

得

lim
s→1+

ζF (s)

ζ(s)
=

2r1(2π)r2hFRF

|WF |
√
|dF |

= L(1, χ5)L(1, χ−3)L(1, χ−15)

其中 r2 = 2, |WF | = 6, |dF | = 225 是易算的 (dF 的计算可用教材 24 页引理 9), 而第 5 题计算了
hF = 1,
知 RF = 2 log 1+

√
5

2 .

8. 证明 x3 − 2 在 Q5 中只有一个根。写出它（5 进展开下，精确到 52 位）。

证明. 记 f(x) = x3 − 2. 由于 f(x) = 0 mod 5 只有一个解 3 mod 5，且 f ′(3) ̸≡ 0 mod 5. 所以根据
Hensel 引理存在唯一的解 a ∈ Z5 使得 f(a) = 0 且 a ≡ 3 mod 5. 令一方面若 f(b) = 0, 则 b ≡ 3 mod 5.
所以根据 Hensel 引理的唯一性知 b = a.
解的近似值可通过 Hensel 引理的证明来求：
令 a0 = 3,
设 a1 = a0 + t05, f(a1) = f(a0) + f ′(a0)5t0 = 25 + 27× 5t0 ≡ 0 mod 52. 得 t = 0.
设 a2 = a1 + t15

2, f(a2) = f(a1) + f ′(a1)5
2t1 ≡ 0 mod 53

f(x+ 3) = (x+ 3)3 − 2 = x3 + 9x2 + 27x+ 25
在 F5[x] 中，x3 − 2 的不可约分解为 (x− 3)(x2 + 3x+ 4).
根据 Hensel 引理, (教材 274 页定理 8.6. ) 在 Z5[x] 中，x3 − 2 = g(x)h(x), 且 g(x) ≡ x −

3 mod 5, h(x) ≡ x2 + 3x+ 4 mod 5, 显然 h(x) 不可约。所以 x3 − 2 = 0 在 Z5 中有且只有一个根。
根的近似值可由 Hensel 引理的证明中得到, 记 f(x) = x3 − 2.
令 a0 = 3, 则 f(a0) mod 0 ≡ 5.
设 a1 = a0 + t05, f(a1) = f(a0) + f ′(a0)5t0 = 25 + 27× 5t0 ≡ 0 mod 52. 得 t = 0.
设 a2 = a1 + t15

2, f(a2) = f(a1) + f ′(a1)5
2t1 ≡ 0 mod 53 得 t1 = 2. 即 a2 = 3 + 2× 52.

得 a = 3 + 2 · 52 +O(53).
也可用牛顿逼近法定理 8.9(227 页)，

a0 = 3

a1 = a0 −
f(a0)

f ′(a0)
,
f(a0)

f ′(a0)
=

25

27

a2 = a1 −
f(a1)

f ′(a1)
=

195299

127008
,
f(a1)

f ′(a1)
=

68125

127008



则 v5(a− a1) ≥ v5(
f(a1)
f ′(a1)

) = v5(68125/127008) = 4.
所以 a 的 5 进展开的前 4 位与 195299

127008 的 5 进展开前四位相同。
由于 195299

127008 = 3 + 2 · 52 + 2 · 53 + · · ·
所以 a = 3 + 2 · 52 + 2 · 53 + · · · .

9. 证明多项式 f(x) = 1 + x2 + x3

3 + 3x4 在 Q3 中有根 α 使得 v3(α) = −2. 求一个有理数 a 使得
v3(α− a) ≥ 2.

证明. 如下是 f(x) 的牛顿曲线图：
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}

由上图知存在 f(x) 的根 α 使得 v3(α) = −2, 另外两个根的加法 (指数) 赋值均为 − 1
2 . 从而 α 是

f(x) 在 Q3 中唯一的根。
令 g(x) = 9f(x/9) = x4 + x3 + 27x2 + 2187, 对 g(x) 使用 Hensel 引理 (或者牛顿逼近定理) 得解

2 + 2 · 3 + 2 · 32 + 36 + 37 + 2 · 39 + · · · ,
所以 f(x) 在 Q3 中的一个解是 3−2(2 + 2 · 3 + 2 · 32 + 36 + 37 + 2 · 39 + · · · ).
取有理数 a = 3−2(2 + 2 · 3 + 2 · 32) 即可。

10. 设 f(x) = a0 + a1x+ · · · anxn ∈ Z[x], a0an ̸= 0. 记 α1, · · · , αn 是 f(x) 的 n 个根（计重数），
证明对任意 S ⊂ {1, 2, · · · , n},

an
∏
k∈S

αk 是代数整数.



证明. 设 F 为 f(x) 的分裂域，则 an
∏

k∈S αk 是代数整数 当且仅当对任意的 OF 非零素理想 p 有
vp(an

∏
k∈S αk) ≥ 0.

而 p之上的素理想与Hom(F,Qp)存在一一对应，我们有 vp(an
∏

k∈S αk) ≥ 0当且仅当 vp(an
∏

k∈S αk) ≥
0, 这里 vp 是 Q×

p −→ Q 的加法 (指数) 赋值。
只需证明对任意的 p, an

∏
k∈S αk 的 p 进加法 (指数) 赋值 ≥ 0.

考察 f(x) ∈ Qp[x] 的牛顿曲线，不妨设它的牛顿折线图如下，以坐标 (k, vp(ak)) 为起点的折线斜率
为正，它左边的折线斜率均为负:
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(n, vp(an))

设 vp(α1) ≥ vp(α2) ≥ · · · ≥ 0 > vp(αk+1) ≥ · · · ≥ vp(αn), 我们只需证明
vp(anαk+1 · · ·αn) ≥ 0, 设

vp(αk+1) = · · · = vp(αt) > vp(αt+1) ≥ · · · > vp(αs+1) = · · · = vp(αn)

根据牛顿折线定理知

vp(αk+1) = · · · = vp(αt) = −红色折线的斜率 = −vp(at)− vp(ak)

t− k

...

vp(αs+1) = · · · = vp(αn) = −蓝色折线的斜率 = −vp(an)− vp(as)

n− s

所以 vp(anαk+1 · · ·αn) = vp(an)− (vp(an)− vp(as) + · · ·+ vp(at)− vp(ak)) = vp(ak) ≥ 0. 得证。


