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第一章 整数环以及理想

1.1 Kronecker-Weber定理

本节利用我们所学的内容给出如下著名定理的初等证明. 我将证明分割成众多习题.

随着课程的深入,这个定理有更简单的证明,特别的它是我们本学期将建立的类域论的直

接推论. 但历史上,这个定理是类域论发展初期的重要结果,给后面的发展带来很多启发.

K/Q是 abel扩张指K/Q是 Galois扩张且 Galois群是 abel群.

定理 1.1. Kronecker-Weber定理

♥Q的有限 abel扩张均是分圆域的子域.

� 练习 1.1 设 L/K 是数域的 Galois 扩张. p 是 K 的素理想, P 是 L 的 p 之上的素理想.

π ∈ P \P2. 记 IP是 P的惯性群, E = LIP 是惯性域. 对每个 i ∈ Z≥0定义 IP的子群

Vi = {σ ∈ IP : σ(x) ≡ x mod Pi+1, ∀x ∈ OL}.

特别地 V0 = IP.

(1)证明 L = E(π),从而对每个 i有

Vi = {σ ∈ IP : σ(π) ≡ π mod Pi+1}.

(2)证明 ∩iVi = {1}.
(3)证明 σ 7→ σ(π)

π mod P是 V0到 (OL/P)×的群同态,其核为 V1,从而诱导了单射

f : V0/V1 ↪→ (OL/P)×.

证明映射 f 不依赖于 π的选取. 如果分解群DP是 abel群,证明 f 的像落在 (OK/p)×里.

(4)设 i ≥ 1. 证明对 σ 7→ σ(π)−π
πi+1 mod P是 Vi 到 OL/P的群同态,其核为 Vi+1,从而

诱导了单射

Vi/Vi+1 ↪→ OL/P.

(5)证明 V1是 V0的正规 Sylow p-子群.

接下来的练习中K/Q是有限 abel扩张, p是任意素数.

� 练习 1.2 说明定理1.1可约化到如下结论: (提示: 利用 Galois理论与有限 abel群结构定理,

)

若 [K : Q] = pk,则K 是分圆域的子域.

� 练习 1.3
设 [K : Q]等于 p的方幂. 本题目为证明下面的 (3)和 (4).

(1)设有素数 q 6= p也在 K 中分歧. 证明 q 在 K 中的分歧指数 eq(K/Q)整除 q − 1.



1.1 Kronecker-Weber定理

(练习1.1(3).)

(2)设 F ⊂ Q(ζq)使得 [F : Q] = eq. 记 L = FK. 对任意数域 T ⊂ L,记 I(T/Q)是 q

在 T/Q处的惯性群. 证明限制映射给出如下单同态

I(L/Q) ↪→ I(F/Q)× I(K/Q).

证明 I(L/Q) ∼= I(F/Q) ∼= I(K/Q) (利用练习1.1(3))以及KLI(L/Q) = L.

(3)将定理1.1归化到如下情形:

若K/Q在 p以外的素数非分歧,则K 是分圆域的子域.

(4) 利用 Minkowski 的判别式定理: " 对任何不等于 Q 的数域都存在素数在其中分

歧",证明:

若K/Q中分歧的素数只有 p,则K 是分圆域的子域.

� 练习 1.4 (1)证明 Q(ζ2k+2) ∩ R是 Q的 2k 次循环扩张 (循环扩张即 Galois群为循环群的

扩张).

(2)设 p 6= 2. 证明 Q(ζpk+1)有唯一的子域 F 使得 F/Q是 pk 次循环扩张.

� 练习 1.5 设 [K : Q] = 2k 且在K 中分歧的素数只有 2.

(1)当 k = 1时,证明 K 是 Q(
√
2),Q(

√
−1)或者 Q(

√
−2),这三个域是 Q(ζ8)的全部

非平凡子域.

(2) 当 k > 1 时, 设 F ⊂ Q(ζ2k+2) 是练习1.4(1) 中的子域. 记 L = KF , 令 σ ∈
Gal(L/Q) 使得 σ|F 是 Gal(F/Q) 的生成元. 设 E 为 L 被 σ 固定不动的域. 则证明

E ∩ F = Q, 再证明 E ∩ R = Q, 以及 E = Q,Q(
√
−1) 或者 Q(

√
−2). 利用这些证明

K ⊂ Q(ζ2k+2).

� 练习 1.6利用下面命题1.1的结论证明: 若 p 6= 2, [K : Q] = pk 且在 K 中分歧的素数只有

p,则K 是分圆域的子域.

结合这些练习, Kronecker-Weber定理的证明就差下面这个关键命题了.

命题 1.1

♠
设 p是奇素数,K/Q是 p次 abel扩张且 p是在K中分歧的唯一素数. 则K ⊂ Q(ζp2).

(题外话,举例说明如果去掉 abel的条件,这个结论不对.)

引理 1.1

♥

记 F = Q(ζp), π = 1− ζp,则 πp−1 = pOF . 设 α ∈ OF ,我们还有

(1)对任意m ∈ Z≥1,存在 ai ∈ Z使得 α = a0 + a1π + · · · am−1πm−1.
(2)若 α ≡ 1 mod π,则存在 a ∈ Z使得 ζapα ≡ 1 mod π2.

(3)若 α = γp, γ ∈ F 且 α ≡ 1 mod π,则 α ≡ 1 mod πp.

(4)若 α ≡ 1 mod πp,则K( p
√
α)/K 在 π处非分歧.

证明 引理的证明留作练习.

证明 [命题1.1的证明] 记 F = Q(ζ), (ζ = ζp). 我们来证明 L := KF = Q(ζp2). 则由于

L/Q处是完全分歧,则 πOF 在 L/F 中完全分歧,如同上面引理, π = 1− ζ.
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1.1 Kronecker-Weber定理

根据 Kummer理论, L = F ( p
√
α)是 p次根式扩张. 我们进一步断言可选取适当 α是

π-单位,即 v(π)(α) = 0. 限制映射诱导了同构

G := Gal(L/Q) ∼= Gal(K/Q)×Gal(F/Q).

设 σ ∈ G 使得 σ|F = id, σ|K 上是 Gal(K/Q) 的生成元, 从而 σp = 1. 设 τ ∈ G 使得

σ|K = id, σ|F 上是 Gal(F/Q) 的生成元, 从而 σp−1 = 1. 因为 σ( p
√
α)p = σ(α) = α 且

p
√
α /∈ F ,所以 σ( p

√
α) = ζ p

√
α, ζ 6= 1是 p次单位根. 那么利用 στ = τσ,记

θ =
στ( p
√
α)

p
√
α

,

则

θ =
τ(ζ)τ( p

√
α)

p
√
α

, σ(θ) =
τ(ζ2)τ( p

√
α)

p
√
α

, θp =
σ(α)

α
.

由于 τ(ζ)显然不等于 1,前两个等式说明了 θ /∈ K,最后一个等式说明了 L = K( p

√
σ(α)
α ).

但由于 p在 L中完全分歧,故 σ((π)) = (π),则 σ(α)
α 是 π单位. 这就证明了断言.

根据中国剩余定理存在 a ∈ OF 且 π ∤ a,使得 apα ∈ OF . 由于 F ( p
√
apα) = F ( p

√
α),

所以我们不妨设 α ∈ OF . 利用 F ( p
√
α) = F (

p
√
αp−1), 将 α 换成 αp−1, 这样我们可进一

步假设 α ≡ 1 mod π. 根据上面引理, 取 α = ζapβ 且 β ≡ 1 mod π2. 则存在 c ∈ Z, p ∤ c,

m ≥ 2使得

β ≡ 1 + cπm mod πm+1.

利用上面引理中的 σ(π) ≡ gπ mod π2,知

σ(β) ≡ 1 + cgmπm mod πm+1.

设 τ(ζ) = ζg. 则 g是模 p的原根且

σ作用
στ( p
√
α)

( p
√
α)g

不动.

这说明了 τ(β)
βg = τ(α)

αg ∈ (L×)p. 根据上面引理,这推出了

σ(β) ≡ βg mod πp. (1.1.1)

从而我们有

1 + gcπm ≡ 1 + cgmπm mod πm+1.

现在我们断言 m ≥ p. 否则 m + 1 ≤ p,则(1.1.1)推出了 σ(β) ≡ βg mod πm+1. 结合上面

几个同余式得出

1 + cgmπm ≡ (1 + cπm)g mod πm+1.

这会得出 gm ≡ g mod π,利用 g是模 p的原根知m ≥ p,矛盾. 这样就证明了

β ≡ 1 mod πp.

由于 L = K( p
√
βζa), 所以只要能证明 β ∈ (K×)p 就能说明 L ⊂ Q(ζp2)了. 反证法,

如果不是, 则域扩张 L′/K 非平凡, 这里 L′ = K( p
√
β). 显然 LL′ ⊂ L(ζp2), 所以 L′/Q只

在 p 处分歧. 根据上面引理, L′/K 在 (π) 处是非分歧的. 这样的话, L′/Q 关于 p 的惯性

域是非平凡的,从而它的惯性域在每个素数处都非分歧. 这与 Minkowski定理矛盾. 所以

3



1.2 类域论介绍

L′ = K.

1.2 类域论介绍

定义 1.1.无穷素位

♣

设 K 是数域,设 Hom(K,C)是 K 到 C的所有嵌入的集合. Gal(C/R)以显然的方

式作用在 Hom(K,C) 上, K 的一个无穷素位指这个作用的一个轨道. 若无穷素位

由实嵌入代表,称为实素位;否则称为复素位.

也就是说,如果 K 有 r1 个实嵌入，2r2 个复嵌入. 则 K 有 r1 个实素位, r2 个复素

位.

设L/K是有限扩张. 设 σ ∈ Hom(K,C). 称 τ ∈ Hom(L,C)在 σ之上是指 τ |K = σ,

此时也称 σ在 τ 之下.

设 τ 是 L的一个素位,若 τ 本身是复素位但 τ 之下的K的素位是实,则称 τ 在 L/K

中分歧,否则称 τ 在 L/K 中完全分裂.

设 σ 是 K 的一个素位,若 σ 实,且存在 σ 之上 L的素位分歧,则称 σ 在 L/K 中分

歧. 其他情形均称 σ在 L/K 中非分歧 (也称完全分裂).

OK 的非零素理想也被称作K 的有限素位 (或有限素点).

例 1.1无穷素位的例子:

Q( 3
√
2) 有一个由 3

√
2 7→ 3

√
2 ∈ R 决定的实素位, 一个复素位 = 一对共轭的复嵌入

(由 3
√
2 7→ ζ3

3
√
2或 ζ̄3

3
√
2决定. ) 所以 Q的唯一的无穷素位在 Q( 3

√
2)中分歧.

在 Q(
√
2)/Q中, Q的无穷素位不分歧.

在 Q(
√
−1)/Q中, Q的无穷素位分歧.

练习: 在 Q( 4
√
2)/Q(

√
2)中,哪些 Q(

√
2)的无穷素位分歧?

练习: 若 L/K 是 Galois扩张,则 K 的实素位 σ 之上的 L的素位要么全是实的,要

么全是复的.

例 1.2无穷素位的分歧对于素理想分解影响的两个例子:

pZ 在 Q(
√
2) 中分裂当且仅当 p ≡ ±1 mod 8, 即当且仅当 pZ 中存在一个生成元

≡ 1 mod 8.

pZ 在 Q(
√
−1) 中分裂当且仅当 p ≡ 1 mod 4 当且仅当 pZ 中存在一个正生成元

≡ 1 mod 4.
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1.2 类域论介绍

以上两个例子将纳入一般的类域论现象.

定义 1.2

♣

K 的一个 modulus是指"形式乘积" mom∞,其中 mo是K 的整理想, m∞是K 的一

些不同的实素位的"形式乘积". 给定两个modulus m1,m2,我们说m1整除m2 (记作

m1 | m2)是指存在 modulus m3使得 m2 = m1m3.

比如在 K = Q(
√
2), 记 ∞1,∞2 是 K 的实素位. 则 m1 = (3 +

√
2)∞1, m2 =

(7)∞1∞2就是一些 modulus的例子,其中 m1 | m2.

对 α ∈ K,符号 α ≡ 1 mod +m指

vp(α− 1) ≥ vp(mo) ∀p | mo, 且σ(α) > 0 ∀σ | m∞.

这里 p是K的素理想, vp(mo)指mo做素理想分解后 p出现的指数, vp(α) = vp((α)).

定义 1.3.射线理想类群

♣

设 m是K 的一个 modulus. 令 IK 表示K 的分式理想群. 记

ImK = {a ∈ IK : vp(a) = 0 ∀p | m0}.

换言之, ImK 是由与 mo互素的素理想生成的 IK 的子群. 记

Km,1 = {α ∈ K : α ≡ 1 mod +m}.

我们记 i : K× → IK , α 7→ (α). 关于 modulus m的射线理想类群 Cl(K,m)为

Cl(K,m) := ImK/i(Km,1).

特别的, Cl(K, (1))就是理想类群 Cl(K);

例 1.3 (1) K = Q. m = N∞. 则 (Z/NZ)× ∼= Cl(K,m). 同构映射由 a mod N 7→ aZ诱导.

(细节留作练习,或者见下面一般情形.)

(2) 设 m 为所有实素位的乘积. ImK = IK , Km,1 = K+ := {α ∈ K : σ(α) >

0, 对每个实嵌入σ},K+中的元素称作在K中全正. (如果K没有实素位,则称K = Km,1

中元素都是全正的,比如 −1在 Q(
√
−1)中是全正的.) 则 Cl(K,m) = IK/i(K

+).

命题 1.2

♠Cl(K,m)是有限的.

证明 证明是通过考察 Cl(K,m) → Cl(K) 的自然映射得到的. 留作练习. 我们后面讲完

局部理论时会对这个事实有更清楚的了解.

定义 1.4. Artin映射
设 L/K 是 abel扩张,设 S是K 的素理想的有限集且包含所有分歧的素理想. 若K

的素理想 p /∈ S,我们有 Frobp = Frobp,L/K ∈ G. 所谓 Artin映射就是将 Frobenieus

映射延拓为如下群同态:

ψL/K : ISK → Gal(L/K),
∏
p

pap 7→
∏
p

(Frobp)
ap .
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1.2 类域论介绍

♣这里 ISK 是由K 中不属于 S 的素理想生成的 IK 的子群.

在陈述类域论主定理之前,我们先总结下分圆域的性质.

在 Q(ζ)/Q,Q(ζ + ζ−1)/Q, ζ = ζN 的情形,有如下交换图:

Cl(Q, N∞) (Z/NZ)×

Gal(Q(ζ)/Q)

∼=

∼=
ψQ(ζ)/Q

∼=

Cl(Q, N) (Z/NZ)×/{±1}

Gal(Q(ζ + ζ−1)/Q)

∼=

∼=
ψQ(ζ+ζ−1)/Q

∼=

设 v = pZ或者∞,则 v ∤ N∞时, v在 Q(ζN )中非分歧; v ∤ N 时, v在 Q(ζN + ζ−1N )

中非分歧.

特别的, pZ在 Q(ζ)中完全分裂当且仅当 pZ ∈ i(Q(N)∞,1),即 p ≡ 1 mod N ;

pZ在 Q(ζ + ζ−1)中完全分裂当且仅当 pZ ∈ i(Q(N),1),即 p ≡ ±1 mod N ;

根据 Kroncker-Weber 定理, 若 F/Q 是有限 abel 扩张, 且 ∞ 在 F 中分歧, 则 F ⊂
Q(ζN )对某个 N ;

若 F/Q是有限 abel扩张,且∞在 F 中非分歧,即 F ⊂ R,则 F ⊂ Q(ζN + ζ−1N )对

某个 N .

若M | N ,则 Q(ζM ) ⊂ Q(ζN ), Q(ζM + ζ−1M ) ⊂ Q(ζN + ζ−1N ).

下面用理想语言来陈述类域论的主要结论. 本课程的一大目的是理解好类域论的陈

述和应用.

定理 1.2.类域论

♥

对任何K 的 modulus m,存在唯一的有限 abel扩张K(m)/K 使得

(1)对任何 p ∤ m, p在K(m)/K 中不分歧;

(2) ψK(m)/K 诱导了同构 Cl(K,m) ∼= Gal(L/K).

而且

(3)给定两个 modulus m1,m2,若 m1 | m2则K(m1) ⊂ K(m2).

(4) 设 L 是 K 的有限 abel 扩张, 则存在 m 使得 L ⊂ K(m). 而且, 存在 m 使得

L ⊂ K(m)且若 L ⊂ K(m′),则 m | m′;此时, K 的素位 v(有限或无限)在 L中分歧

当且仅当 v | m. (这个 m称作 L/K 的导子.)

例 1.4在K = Q的情形,说明 Q((N)∞) = Q(ζN ), Q((N)) = Q(ζN + ζ−1N ).

命题 1.3

♠

设K 是二次域, d = |dK |. 则 Q(ζd)是包含K 的最小分圆域. 这推出了K 是实二次

域时, K 的导子是 (dK);当K 是虚二次域时, K 的导子是 (dK)∞.
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1.2 类域论介绍

这个证明留作练习.

1.2.1 Hilbert类域

当K 的 modulus为 (1)时,则 Cl(K,m) = Cl(K). 根据类域论,记K(1) := K((1))为

其对应的射线类域,由于历史的原因,这个域也称作K 的 Hilbert类域.

推论 1.1

♥

(1) K(1)是K 的极大 abel且在每个素位 (包括无穷素位)都非分歧的扩张;

(2) Artin映射诱导了同构 Cl(K) ∼= Gal(K(1)/K).

证明 (1)由定理1.2(4), (2)是定理1.2(2)特殊情形.

由于类群是有限的, 所以这个结论告诉我们 K 的极大 abel 非分歧扩张是 K 的有限

扩张,定理1.2还推出

K 的素理想p是主理想⇔ p在K(1)中完全分裂.

练习: 若K/Q是 Galois扩张,则K(1)/Q也是.

例 1.5
K = Q(

√
−5), Cl(K) ∼= Z/2Z, K(1) = K(

√
5) = Q(

√
−5,
√
−1);

K = Q(
√
−14), Cl(K) ∼= Z/4Z,验证K(1) = K(

√
2
√
2− 1);

K = Q(
√
−23), Cl(K) ∼= Z/3Z,验证K(1) = K(α), α是 T 3 − T − 1的一个根.

给定 d ∈ Z,历史上,人们关心什么样的素数 p可表示为 x2 + dy2, x, y ∈ Z. 这个问题

可由类域论描述,我们讲一个容易叙述的情形.

命题 1.4

♠

设整数 d ≡ 2, 3 mod 4且无平方因子, K = Q(
√
d). 设素数 p ∤ 2d. 下面等价:

(1)存在 x, y ∈ Z使得 ±p = x2 − dy2;
(2) pZ在K 中分裂为两个主理想相乘;

(3) pZ在K(1)中完全分裂.

证明 (1)和 (2)等价是显然的. (2)和 (3)等价是由 Hilbert类域的性质.

如果 K(1) 恰好也是 Q 的 abel 扩张时, 则上面等价条件中的 (3) 可进一步用 p ≡
a mod N 这样的同余条件描述.

例 1.6
p = x2 + 5y2 当且仅当 p在 K(1) = Q(

√
−5,
√
−1)中分裂,这里 K = Q(

√
−5). 此

时由于K(1) ⊂ Q(ζ20). 在同构 Gal(Q(ζ20)/Q) ∼= (Z/20Z)×下,有

Gal(Q(ζ20)/K(1)) ∼= {1 mod 20, 9 mod 20}.

所以 p 在 K(1) 中完全分裂当且仅当 Frobp,Q(ζ20)/Q ∈ Gal(Q(ζ20)/K(1)) 当且仅当

p ≡ 1, 9 mod 20. (也可以利用 p在 K(1) = Q(
√
5,
√
−1)中完全分裂当且仅当 p同

时在 Q(
√
5)和 Q(

√
−1)中完全分裂这个事实来得到 p ≡ 1, 9 mod 20. )
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1.3 理想的范

由于K = Q(
√
−14)时,K(1)/Q不是 abel的,我们将在后面的课程中证明 p在K(1)

中完全分裂将不能由形如 p ≡ a mod N 之类的同余条件刻画, 从而 p = x2 + 14y2

也不能由这样的同余条件刻画.

1.3 理想的范

设 L/K 是数域的扩张. 我们推广之前理想的绝对范的定义.

定义 1.5.理想的 (相对)范

♣

设 P是 L的一个素理想. 定义

NL/K(P) = pf , p = P ∩K, f = f(P/p).

对 L的一个分式理想 A,若 A的素理想分解为
∏

PaP ,则定义

NL/K(A) =
∏

NL/K(P)aP .

命题 1.5

♠

记 IL和 IK 分别为 L和K 的分式理想群. 则我们有如下交换图:

L× IL

K× IK

NL/K NL/K

证明 先证明 L/K 是 Galois扩张的情形. 此时, NL/K(P)OL = pfOL =
∏
σ∈G σ(P), 进

而对一般的理想 A,有NL/K(A) =
∏
σ∈G σ(A). 而对 x ∈ L,熟知 NL/K(x) =

∏
σ∈G σ(x).

所以交换图成立.

一般情形,设M 是K 的正规扩张且M ⊃ L. 记 G = Gal(M/K). 对 x ∈ L,我们有

NM/K(xOM ) = (xOL)[M :L]

以及

NM/K(xOM ) = NM/K(x)OK = NL/K(x)[M :L]OK .

由此推出NL/K(xOL) = NL/K(x)OK .
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第二章 赋值

2.1 赋值的定义

设 A是 Dedekind整环, K 是分式域. p是 A的非零素理想. 定义所谓 p-进赋值 vp(x)

为分式理想 (x)做分解时 p出现的指数,再定义 vp(0) =∞. 容易验证有

vp(xy) = vp(x) + vp(y), vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)}. (2.1.1)

我们着重考虑 A = Z, K = Q的情形. 简记 v(p)为 vp.

先回顾域上绝对值的定义.

定义 2.1

♣

对任意域K,一个 (乘性)赋值或绝对值是指满足下面三条的函数 | · | : K → R≥0:

(1) |x| = 0当且仅当 x = 0;

(2) |xy| = |x| · |y|对任意 x, y ∈ K;

(3) (三角不等式)|x+ y| ≤ |x|+ |y|对任意 x, y ∈ K.

称赋值 | · |是非阿基米德赋值 (简称非阿赋值)如进一步满足

(3’)(强三角不等式) |x+ y| ≤ max{|x|, |y|},对任意 x, y ∈ K.

否则称 | · |是阿基米德赋值.

对每个域,都存在平凡绝对值: 它将所有非零元的绝对值定义为 1. 若 ζ ∈ K 是个单
位根,即存在 n ∈ Z使得 ζn = 1,则 ζ 在任何绝对值下都等于 1.

引理 2.1

♥

| · |是非阿赋值当且仅当对每个m ∈ Z, |m| ≤ 1. 特别的,若K 特征大于 0,则K 上

的所有赋值都是非阿.

证明 若 | · | 非阿, 则根据强三角不等式知 |m| ≤ 1 对每个 m ∈ Z. 反过来, 对 x, y ∈ K,

N ∈ Z≥1,我们有

|(x+ y)N | ≤
N∑
i=0

|xiyN−i| ≤ (N + 1)max{|x|N , |y|N}.

由此知,对每个 N ,

|x+ y| ≤ N
√
N + 1max{|x|, |y|}.

令 N →∞,熟知 N
√
N + 1→ 1,由此强三角不等式成立. 最后如果 K 的特征是 p > 0,则

|1| = |2| = · · · |p− 1| = 1,因为它们都是 p− 1次单位根,所以 | · |是非阿的.

定义 2.2

♣

设 (K, | · |)是赋值域,则K 称为自然度量空间,特别的K 是自然的拓扑空间. 称K

上两个绝对值等价是指它们诱导了相同的度量拓扑.



2.2 p进数

引理 2.2

♥

设 | · |, | · |′是域K 上两个绝对值,则以下几条等价:

(1) | · |与 | · |′等价;

(2) |x| ≤ 1当且仅当 |x|′ ≤ 1.

(3) |x| < 1当且仅当 |x|′ < 1.

(4)存在 c > 0使得 |x|′ = |x|c对每个 x ∈ F 成立;

证明 留作练习.

2.2 p进数

Q上的 p-进 (加法)赋值 vp可给出 p-进 (乘法)赋值 (或叫作 p-进绝对值)| · |p:

| · |p : Q→ R≥0, x 7→ p−vp(x).

由(2.1.1) 知 | · |p 是 Q 上的非阿赋值. 将其完备化 (柯西列的等价类) 记作 Qp, 称 Qp 为

p-进数域. 由于 |Q|p := {|x|p : x ∈ Q} = {0, p±1, p±2, · · · }是R的闭集,所以 |Qp|p = |Q|p,
特别的 |Q×|p = |Q×p |p 在 R 中还是离散的. 类似的, vp 也延拓为 Qp 的函数, 且仍旧满

足(2.1.1).

定义

Zp := {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1} = {x ∈ Qp : vp(x) ≥ 0}.

利用强三角不等式知 Zp是 Qp的子环,我们称 Zp为 p-进整数环.

定义 2.3

♣同时是 Dedekind整环和局部环的环被称作离散赋值环.

由前面 Dedekind整环一节知,只有有限个素理想的 Dedekind整环是主理想整环. 所

以离散赋值环也可定义为同时是主理想整环和局部环.

命题 2.1

♠

(1)Zp是离散赋值环,它的极大理想是 pZp,它的单位群是Z×p = {x ∈ Zp : |x|p = 1}.
Zp 的所有非零理想都形如 pnZp, n ∈ Z≥0. 而且 pnZp 是 0的一组邻域基. 我们有

Qp = Zp[1p ],特别的 Qp是 Zp的分式域.

(2) Z在 Zp中稠密;

(3)自然包含 Z ⊂ Zp诱导了同构

Z/pnZ ∼= Zp/pnZp.

证明 (1)关于 Zp是局部环,以及它的单位群的断言是显然的. 它的极大理想是

{x ∈ Zp : |x|p < 1} = {x ∈ Zp : |x|p ≤ p−1} = pZp.

其中第一个等式是利用了延拓后赋值仍旧是离散的, 第二个等式是显然的. 设 a ⊂ Zp 是

非零理想, 则取 a ∈ a 使得 |a|p = p−n 最大 (即 vp(a) 最小). 则 a = {x ∈ Zp : |x|p ≤
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2.3 完备域上的有限维线性空间

p−n} = pnZp. (1)中最后两句话的断言是显然的.

(2)任取 x ∈ Zp,则存在某个 n使得 x = pnu, u ∈ Z×p . 则根据完备化的定义存在一列

有理数 an
bn
使得其在 | · |p下的极限是 u. 因为 u ∈ Z×p ,所以对充分大的 n,我们有 |anbn |p = 1,

即 p ∤ anbn,那么存在 cn ∈ Z使得 bncn ≡ 1 mod pn.则

lim
n→∞

ancn −
an
bn

= lim
n→∞

an

(
bncn − 1

bn

)
= 0.

这就证明了

u = lim
n→∞

ancn 从而 x = lim
n→∞

pnancn.

所以 Z在 Zp中稠密.

(3)显然 Z ∩ pnZp = pnZ, 即 (3)中映射是单射. 任取 x ∈ Zp, 由 Z的稠密性知存在

a ∈ Z使得 |x− a|p ≤ p−n,即 x ≡ a mod pnZp.这就证明了满射.

2.2.1 p进指数和对数函数

这部分内容完全包含于《数论 I, 2.5节》，请直接阅读这部分，注意教材中 ordp是课

堂上的 vp. 我把教材中略去的一个证明补在这里.

证明 [数论 I,引理 2.14(1)的证明]

1至 n内被 pk 整除的数恰是 pk, 2pk, · · · ,
[
n
pk

]
pk. 所以

#{1 ≤ a ≤ n : a ∈ Z, vp(a) = k} =
[
n

pk

]
−
[

n

pk+1

]
.

于是,

vp(n!) =

∞∑
k=1

k

([
n

pk

]
−
[

n

pk+1

])
=

∞∑
k=1

[
n

pk

]
.

2.3 完备域上的有限维线性空间

本节我们证明一个分析学中的结论.

定义 2.4

♣

设 (K, | · |)是赋值域,且在此赋值下完备. 设 V 是 K 上的有限维线性空间. 如果函

数 || · || : V → R≥0满足下面三条,称它为 V 上的一个范数:

(1) ||α|| = 0当且仅当 α = 0;

(2)对 x ∈ K,α ∈ V , ||xα|| = |x| · ||α||;
(3)对 α, β ∈ V , ||α+ β|| ≤ ||α||+ ||β||.
V 上两个范数 || · ||1, || · ||2等价是指存在常数 C1, C2 > 0使得

C1||α||1 ≤ ||α||2 ≤ C2||α||1, ∀α ∈ V.

例 2.1固定 V 的一组基 e1, · · · , en. 对任意 α = x1e1 + · · ·xnen ∈ V , xi ∈ K,如下定义的

|| · ||max是一个范数

||α||max = max{|x1|, · · · , |xn|}.
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2.4 Hensel引理,非阿赋值的延拓

若K 完备,则 V 在 || · ||max下也是完备的.

定理 2.1

♥

设 K 完备. 设 || · ||是 V 上任意一个范数,则 || · ||与 || · ||max 等价,特别的 V 在任

意范数下都是完备的.

证明 我们沿用上面例子中的记号. 令 C2 = nmax{||e1||, · · · , ||en||}. 则对任意 α ∈ V ,

||α|| ≤
∑
|xi|||ei|| ≤ C2||α||max.

下面用归纳法来证明存在 C1 > 0使得对每个 α ∈ V 有 ||α|| ≥ C1||α||max. 当 n = 1时结

论显然成立. 假设结论对 n− 1维空间成立. 对每个 i,考虑 n− 1维空间

Vi = Ke1 + · · ·Kei−1 +Kei+1 + · · ·Ken.

由归纳假设 Vi 在 || · ||下完备,特别的 Vi 在 V 中是闭集,从而Wi := ei + Vi 也是 V 的闭

集. 由于 0 /∈Wi,故存在如下半径为 ri > 0的 0的邻域与Wi不交

{β ∈ V : ||β|| ≤ ri.}

我们取 C1 = min{r1, · · · , rn}. 任取 V 中非零元 α = x1e1 + · · ·+ xnen,不妨设 ||α||max =

|xj |则 xj 6= 0. 由于 x−1j α ∈Wj ,所以

||α|| = |xj | · ||x−1j α|| ≥ rj ||α||max ≥ C1||α||max.

推论 2.1

♥

设 K, | · |完备, L/K 是有限扩张. 则 L上延拓 | · |的赋值 (若存在)则是唯一的,且

L在这个赋值下完备.

证明 若 L上一个赋值延拓了 | · |,则它显然是 L作为 K 线性空间的范数. 若有两个不同

的赋值延拓 | · |L和 | · |′L,则它们作为范数是等价的,从而作为赋值也是等价的因为它们定

义了相同的拓扑. 所以存在 c > 0使得 | · |cL = | · |′L. 又它们限制在 K 上相同,所以 c = 1.

L的完备性是定理的直接推论.

2.4 Hensel引理,非阿赋值的延拓

定义 2.5.完备离散赋值域

♣

设 (K, | · |)是非阿赋值域. 记 A = {x ∈ K : |x| ≤ 1}为K 的赋值环.

称K 是完备离散赋值域指 A是离散赋值环且K 是完备的.

例 2.2若 p是某 Dedekind整环的非零素理想. 则其分式域K 在 p诱导的赋值下的完备化

是完备离散赋值域. 特别的前面介绍的 Qp是完备离散赋值域.

在本节中, K 总表示完备离散赋值域. 由于其赋值环 A 是离散赋值环 (特别的是

Dedekind 整环), 记 π 是其极大理想 p 的一个生成元. K 中每个非零元都可写成 πmu,

m ∈ Z, u ∈ A×的形式. 将素理想 p = (π)诱导的加法赋值记作 vp,则 vp(π
mu) = m. 对于

f, g ∈ A[T ],记号 f ≡ g mod πk 表示 f − g的每个系数在 pk = (πk)中. 记号 f̄ 表示 f 在
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2.4 Hensel引理,非阿赋值的延拓

剩余类域多项式环 A/p[T ]中的像.

定理 2.2. Hensel引理

♥

设 f(T ) ∈ A[T ], x0 ∈ A, n = vp(f(x0)), k = vp(f
′(x0)). 若 n > 2k,则存在 x ∈ A使

得 f(x) = 0且 x ≡ x0 mod πn−k.

证明 我们断言存在 x1满足

x1 ≡ x0 mod πn−k, f(x1) ≡ 0 mod πn+1, vp(f
′(x1)) = k.

设 a ∈ A记 x1 = x0 + πn−ka. 由二项式展开

f(x1) ≡ f(x0) + f ′(x0)π
n−ka mod π2n−2k.

由于 2n − 2k ≥ n + 1,上面同余式对模 πn+1 也成立. 根据条件 f ′(x0)/π
k ∈ A×,从而可

取 a满足下面同余式,
f(x0)

πn
+
f ′(x0)

πk
a ≡ 0 mod π.

此时便有 f(x1) ≡ 0 mod πn+1. 再由二项式展开知

f ′(x1) ≡ f ′(x0) + f ′′(x0)π
n−ka mod π2n−2k.

利用 n− k > k以及 2n− 2k > k知 vp(f
′(x1)) = k. 这就证明了断言.

以此类推,可用归纳法证明对每个m ∈ Z≥1,存在 xm使得

xm ≡ xm−1 mod πn+m−1−k, f(xn) ≡ 0 mod πn+mA, vp(f
′(x1)) = k.

显然 {xm} 是柯西列, 设 x 是其极限. 则 f(x) = 0. 由于每个 xm ≡ x0 mod πn−k, 所以

x ≡ x0 mod πn−k.

推论 2.2

♥

设 f(T ) ∈ A[T ], x0 ∈ A. 若 f(x0) ≡ 0 mod π, f ′(x0) 6≡ 0 mod π, 则存在唯一的

x ∈ A使得 f(x) = 0且 x ≡ x0 mod π.

证明 这是 n = 1, k = 0的情形. 唯一性由 x0是 f̄(T ) ∈ A/p[T ]的单根得出.

例 2.3考虑 A = Zp 的情形. 设 p > 2, f(T ) = T p−1 − 1,由 Hensel引理知对每个 a ∈ F×p ,

存在唯一的 x ∈ A使得 f(x) = 1且 x ≡ a mod p.

例 2.4 A = Z2. 考虑老例子 f(T ) = T 3 − T 2 − 2T − 8 ∈ Z2[T ]. 计算知

f(0) ≡ f(2) ≡ f(4) ≡ f(6) ≡ f(7) ≡ 0 mod 8.

以及

v2(f
′(0)) = v2(f

′(2)) = v2(f
′(4)) = v2(f

′(6)) = 1, v2(f
′(7)) = 0.

根据 Hensel引理,存在 x, y, z ∈ Z2使得

f(x) = f(y) = f(z) = 0且x ≡ 0 mod 4, y ≡ 2 mod 4, z ≡ 7 mod 8.

这说明了 f(T )在 Z2[T ]中分解为三个不同的一次因式的乘积. 后面将看到这件事情与我

们之前证明的 2在 Q(T )/(f)这个数域中完全分裂这件事之前的关系.

13



2.4 Hensel引理,非阿赋值的延拓

定理 2.3. Hensel引理’

♥

设 f ∈ A[T ]. 若 f̄ = φψ 且 φ, ψ ∈ A/p[T ] 互素. 则存在唯一的 g, h ∈ A[T ] 使得
f = gh且 ḡ = φ, h̄ = ψ以及 deg g = deg φ.

证明 对每个 n ≥ 1,我们将归纳构造 gn, hn ∈ A[T ]满足如下性质:

gn+1 ≡ gn mod πn hn+1 ≡ hn mod πn, (2.4.1)

f ≡ gnhn mod πn, deg gn = deg φ. (2.4.2)

显然 {gn}, {hn}是两个收敛的多项式序列. 令 g = lim gn, h = limhn,则 g, h满足定理的

要求. 唯一性是显然的.

对 n = 1, g1, h1 ∈ A[T ] 分别取 φ, ψ 的任意提升且满足 deg g1 = deg φ. 假设对小

于等于 n 时均已构造处满足上面要求的 gn 和 hn. 令 gn+1 = gn + πnu, hn+1 = hnπ
nv,

u, v ∈ A[T ]. 则 gn+1, hn+1满足上面行间公式的第一条要求. 由于

gn+1hn+1 ≡ gnhn + πn(gnv + hnu) mod πn,

则 f ≡ gn+1hn+1 mod πn+1当且仅当
f − gnhn

πn
+ (gnv + hnu) ≡ 0 mod π. (2.4.3)

注意根据归纳假设, 上式左边第一项属于 A[T ]. 由于 gn ≡ φ mod π, hn ≡ ψ mod π, 且

φ, ψ在A/p[T ]中互素,满足(2.4.3)的 u, v显然是存在的,且可要求 deg u < deg gn = deg φ,

因为若 deg u > deg φ,则 u ≡ φq + r mod π,这里 q, r ∈ A[T ]且 deg r < deg φ,将原来的

(u, v)换成 (r, v + hnq)即可.

推论 2.3

♥

设 f(T ) = T d + ad−1T
d−1 + · · · a0 ∈ K[T ]是首一不可约多项式,若 a0 ∈ A,则每个

系数 ai也属于 A.

证明 如若不然,则存在 k ∈ Z≥1使得 πkf(T ) ∈ A[T ]但 πkf(T ) 6≡ 0 mod π. 我们有

πkf(T ) ≡ T ig(T ) mod π g(T ) ∈ A[T ], 且1 ≤ i ≤ d− 1.

根据 Hensel引理’知 f(T )不是不可约多项式. 矛盾.

现在利用 Hensel引理来证明本节的主要结果.

定理 2.4.完备离散赋值域的延拓

♥

设K 是完备离散赋值域, A是其赋值环. 设 L/K 是有限扩张.

(1)存在唯一的 L上的赋值 | · |L延拓了 (K, | · |). 这个赋值是

|α|L = |NL/K(α)|
1

[L:K] , α ∈ L.

(2) L的赋值环 {α ∈ L : |α|L ≤ 1}等于 A在 L中的整闭包.

(3) B 是完备离散赋值环, L是完备离散赋值域.

证明 (1) 延拓的唯一性由推论2.1知. 现来证 (2) 中的等式. 记 B 为 A 在 L 中的整闭包.

若 α ∈ B,熟知 NL/K(α) ∈ A,故 |α|L ≤ 1. 反过来,若 NL/K(α) ∈ A,则 α在 K 的极小
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2.5 嵌入,非阿赋值,素理想,在数域中的应用

多项式的常数项也属于 A. 根据上面 Hensel引理的推论知 α的极小多项式属于 A[T ],则

α ∈ B. 这就证明了 (2)中的等式. 特别的 {α ∈ L : |α|L ≤ 1}是环,因为 B 是环.

现证 | · |L是赋值. | · |L的"非零性"与"乘性"根据范数的性质显然. 关于强三角不等

式,我们只需证明 |α|L ≤ 1⇒ |α + 1|L ≤ 1. 而这也是显然成立的因为 B 是环! 这就证明

了 (1)和 (2).

(3)根据推论2.1知, L是完备的. 从而 L的赋值环 B 是完备赋值环. 赋值的离散性从

| · |L的定义可得出. 这就证明了本定理.

(当 L/K 可分时 (3)的另证)由 | · |L 的定义可看出 | · |L 也是离散赋值. 从而 B 是离

散赋值环. 又 B 是 A在 L中的整闭包,依据第一章 Dedekind整环的结论知 B 是有限生

成的 A模,从而由 A是主理想整环知 B ∼= An, n = [L : K]. 再利用 A是完备的知

A ∼= lim
←
A/pn 从而 B ∼= lim

←
B/pnB.

注意到 pnB 是 B 的一组邻域基,所以 B 是完备的. 取 Π ∈ B 是 B 极大理想的生成元,则

L = B[Π−1]. 由此得 L也是完备的.

延拓的唯一性的另证: 如果 (L, | · |′L)是 (K, | · |)的另一种延拓,则 | · |′L 也是非阿赋
值. 那么记 B′, p′ 分别为 (L, | · |′L)的赋值环和其极大理想. 我们先断言 B ⊂ B′. 否则取

α ∈ B \B′,由于 α在 A上整,设 f = T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a0 ∈ A[T ]是 α在K 上的极

小多项式. 则

αd + ad−1α
d−1 + · · ·+ a0 = 0.

两边同时除以 αd,利用 A ⊂ B′得 1 ∈ m′L,矛盾. 说明 B ⊂ B′,即 |x|L ≤ 1⇒ |x|′L ≤ 1.

类似的可证明 p ⊂ p′,即 |x|L < 1⇒ |x|′L < 1. (否则取 α ∈ m\m′,则由Hensel引理知

上面 α极小多项式的每个系数 ai ∈ p (为什么,留作习题),然后两边除以 αd 得出 1 ∈ m′L

的矛盾.)

现在若 |x|L > 1,则 |x−1|L < 1,则 |x−1|′L < 1从而 |x|′L > 1. 根据赋值等价性的等价

条件知 | · |L ∼ | · |′L,但它们限制在K 上相等,说明 | · |L = | · |′L. 这就证明了唯一性.

推论 2.4

♥

设K 是K 的代数闭域. 其上存在唯一的赋值 (仍记作)| · |延拓 (K, | · |).
特别的取 (K, | · |) = (Qp, | · |p)时, Qp上存在唯一的赋值 (仍记作)| · |p延拓 (Qp, | · |p).

证明 唯一性是上面定理的推论. 存在性: 对任意 α ∈ K. 定义

|α| = |NK(α)/K(α)|
1

[K(α):K] .

如果 L是含有 α的K 的有限扩张,利用如下范映射的事实,再由上面定理知 | · |是赋值.

NL/K(α) = (NK(α)/K(α))[L:K(α)].

2.5 嵌入,非阿赋值,素理想,在数域中的应用

本节中K 总表示数域.
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2.5 嵌入,非阿赋值,素理想,在数域中的应用

2.5.1 素理想与非阿赋值

先回顾下素理想与非阿赋值之间的关系. 设 p是OK 的非零素理想. 如前面所讲可定

义K 上的 (加法)赋值 vp. 其 (乘法)赋值 | · |v 可定义为,

|x|v = C−vp(x) C > 1.

取不同的 C定义的是等价的赋值. 由此得到一个从OK 的素理想到K的非阿赋值等价类

的映射,这里将 0理想对应到平凡赋值.

反过来,对于 K 上一个非阿赋值 | · |,令 A是其赋值环, {x ∈ A : |x| < 1}是 A的极

大理想. (注意到两个等价的非阿赋值给出的赋值环和极大理想是相同的.) 由下面引理知

OK ⊂ A, 那么 {x ∈ A : |x| < 1} ∩ OK 是 OK 的素理想. 特别的, 若 | · |是平凡赋值, 则

{x ∈ A : |x| < 1} ∩ OK 是 0理想.

引理 2.3

♥若 | · |是K 上的非阿赋值,设 A = {x ∈ K : |x| ≤ 1}是其赋值环. 则 OK ⊂ A.

证明 设 α ∈ OK . 则存在 a0, · · · , an−1 ∈ Z使得 αn = an−1α
n−1 + · · · a1α+ a0.根据非阿

赋值的强三角不等式性质以及 k ∈ Z⇒ |k| ≤ 1的性质知存在 0 ≤ i ≤ n− 1使得

|αn| ≤ |aiαi| ≤ |αi|.

由此 α ∈ A.

命题 2.2

♠

我们有一一对应:

{OK 的素理想}
1−1←−→ {K 的非阿赋值}/ ∼

p 7→ | · |v

{x ∈ K : |x| < 1} ∩ OK ←[ | · |

证明 这两个映射显然互逆.

接下来设 L/K 是有限扩张. 设 {P1, · · · ,Pg}是 L的 p之上的素理想. 对 P = Pi,

可定义 L上的加法赋值 wP. 其相应的 (乘法)赋值 | · |w 定义为

|x|w = C−
wP(x)

e , e = e(P/p).

则 (L, | · |w)是 (K, | · |v)的延拓.

命题 2.3

♠

设 | · |v 是 p诱导的K 上的赋值. 有一一对应:

{OL的p之上的素理想} 1−1←−→ {L的延拓(K, | · |v)的赋值}

证明 这是由前一命题推出来的. 再注意到若 | · |, | · |′ 是两个延拓, 则 | · | ∼ | · |′ 等价于
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2.5 嵌入,非阿赋值,素理想,在数域中的应用

| · | = | · |′,因为它们限制在K 上相同.

用域嵌入的方式也可以给出 L上延拓 (K, | · |v)的赋值. 记 Kv 是 K 在 | · |v 的完备
化. 记 Kv 是 Kv 的代数闭包,在上一节中我们证明了 | · |v 可唯一的延拓到 Kv 上. 任给

σ ∈ HomK(L,Kv),可得到 L的一个延拓 (K, | · |v)的赋值:

|x|σ := |σ(x)|v.

定义 2.6

♣

对 σ, τ ∈ HomK(L,Kv),称 σ与 τ 共轭 (记作 σ ∼ τ )指存在 s ∈ Gal(Kv/Kv)使得

σ = s ◦ τ，即使得下图交换
L Kv

Kv

τ

σ s

换句话讲,若 L = K(α),则 σ与 τ 共轭当且仅当 σ(α)与 τ(α)是在Kv 上共轭的两

个元素.

例 2.5设 L/K = Q( 3
√
2)/Q, Kv = Q5. 根据 T 3 − 2模 5的不可约分解得出在 Q5[T ]中的

不可约分解为

T 3 − 2 = (T − 3 +O(5))(T 2 + (3 +O(5))T + 4 +O(5)).

从而在 Q5[T ]中,

T 3 − 2 = (T − α)(T − β1)(T − β2), 其中α ∈ 3 + 5Z5, β1, β2 /∈ Q5.

我们有

Hom(Q(
3
√
2,Q5) = {σ, τ1, τ2},

这三个域嵌入由 σ( 3
√
2) = α, τi(

3
√
2) = βi (i = 1, 2)决定. 则 τ1 与 τ2 是共轭的, σ 与 τi 是

不共轭的.

虽然之前讨论的 v 是非阿的, 但下面的定理对 v 是阿基米德赋值也成立. (详见下一

小节对无穷素位的补充)

定理 2.5.延拓定理

♥

设 | · |v 是数域K 的赋值.

(1) L的每个延拓 (K, | · |v)的赋值都等于某 | · |σ, σ ∈ HomK(L,Kv);

(2)对 σ, τ ∈ HomK(L,Kv), | · |σ ∼ | · |τ 当且仅当 σ与 τ 共轭.

上述定理可表述成

17



2.5 嵌入,非阿赋值,素理想,在数域中的应用

定理 2.6.延拓定理等价描述

♥

有一一对应:

HomK(L,Kv)/ ∼
1−1←−→ {L的延拓(K, | · |v)的非阿赋值}

σ 7−→ | · |σ.

证明 (1)设 | · |w 是 L的一个赋值且延拓 | · |v. 记 Lw 是 (L, | · |w)的完备化. 则 K 在 Lw

中的闭包是K 的完备化Kv. 所以 Lw ⊃ LKv. 由于 LKv 是Kv 的有限扩张,根据定理2.1,

LKv 是完备的. 根据完备化的唯一性知,

Lw = LKv.

从而 Lw/Kv 是有限扩张特别的是代数扩张. 所以 HomKv(Lw,Kv)非空.

任取 σ ∈ HomKv(Lw,Kv). 利用这个 σ,我们又可得到 Lw 的一个赋值: x 7→ |σ(x)|v
且延拓 | · |v. 由于 Kv 是完备的, 根据延拓的唯一性, (定理2.1) 知 |x|w = |σ(x)|v 对任意
x ∈ Lw, 特别的等式对 x ∈ L 成立. 最后注意到 σ|L ∈ HomK(L,Kv). 所以 L 上的赋值

| · |w 是由 σL诱导来的. 这就证明了 (1). 从这个证明中还得出 (后面会用到)

Lw ∼= σ(Lw) = Kvσ(L), (2.5.1)

(2)若 σ与 τ 共轭,则根据赋值延拓的唯一性知 | · |σ = | · |τ . 反之,设 | · |σ = | · |τ . 断
言: τ(L)Kv 是 τ(L)的完备化. 一方面由于 τ(L)Kv 是 Kv 的有限扩张，故是完备的, 所

以它包含 τ(L) 的完备化; 另一方面 τ(L) 的完备化要包含 τ(K) = K 的完备化 Kv 以及

τ(L). 这就证明了断言. 所以 τ(L)Lv 中的元素都形如 lim τ(xn), τ(xn)是柯西列 xn ∈ L.

类似的结论当然对 σ(L)也成立.

定义

s : τ(L)Kv → σ(L)Kv, lim τ(xn)→ limσ(xn).

这里 τ(xn)是 τ(L)Kv ⊂ Kv 中的柯西列. 由于 | · |σ = | · |τ , σ(xn)也是 σ(L)Kv ⊂ Kv 中

的柯西列,所以 limσ(xn) ∈ σ(L)Kv.

请读者自行验证 s不依赖于代表柯西列的选取以及 σ是域嵌入. 由于 τ |K = σ|K ,所

以根据 s的定义, s限制在 Kv 上也是恒等. 根据域论 s可延拓为 Kv 到 Kv 的自同构. 这

就证明了 σ ∼ τ .

设

pOL = Pe1
1 · · ·P

eg
g .

设 L = K(α), f(T ) ∈ K[T ]是 α在 K 上的极小多项式. 设 f(T )在 Kv[T ]上的不可约分

解为:

f(T ) = f1(T ) · · · fu(T )（马上会看到u = g).

对每个 β ∈ Kv 是 f(T )的根,都存在域嵌入 L ↪→ Kv 将 α映为 β.

反过来,给定 σ, τ ∈ HomK(L,Kv), σ(α)和 τ(α)也分别是某 fi和 fj 的根. 又根据域

论, σ 与 τ 共轭当且仅当 σ(α)与 τ(α)都是某个 fi 的根. 特别的, u = g. 所以我们有一一
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对应

HomK(L,Kv)/ ∼
1−1←−→ {f1, · · · , fg}. (2.5.2)

设 L在 | · |σ 的完备化为 Lw,显然 σ 可延拓为 HomKv(Lw,Kv)中的元素. 由上面的证明

公式(2.5.1)知 σ(Lw) = Kv(σ(α)) ∼= Kv[T ]/(fi),利用 Lw ∼= σ(Lw)知 Lw ∼= Kv[T ]/(fi).

如果 | · |w 是 | · |v 的延拓,我们记作 w | v.

定理 2.7

♥

设 α, f, f1, · · · , fg 如上面,我们有Kv-代数同构:

L⊗K Kv
∼= Kv[T ]/(f) ∼=

g∏
i=1

Kv[T ]/(fi) ∼=
∏
w|v

Lw.

证明 其中第一个同构利用 L ∼= K[T ]/(f)以及张量积的基本性质. 第二个同构是中国剩

余定理,第三个同构是根据上面的讨论.

推论 2.5

♥p在 L中完全分裂当且仅当 f(T )在Kv 中分解为一次多项式的乘积.

例 2.6前面用 Hensel引理知 f(T ) = T 3 − T 2 − 2T − 8在 Q2中分解为三个不同的一次因

式乘积; 在第一章中用理想语言证明了 2在 Q(α)中完全分裂 (f(α) = 0); 这个例子中产

生的现象便是上面定理的一个特例.

推论 2.6

♥

设 NL/K : L→ K, TrL/K : L→ K 分别是范和迹映射. 我们有

NL/K =
∏
w|v

NLw/Kv
以及 TrL/K =

∏
w|v

TrLw/Kv
.

证明 设 e1, · · · , en 是 L的一组 K 基. 则 e1 ⊗ 1, · · · , en ⊗ 1是 L⊗Kv 的一组 Kv 基. 对

任意 L→ L的 K 线性变换 A, A⊗ 1给出了 L⊗Kv → L⊗Kv 的 Kv 线性变换,且这两

个线性变换在上面两组基下的矩阵是相同的. 特别的,对 α ∈ L,

NL/K(α) = NL⊗Kv/Kv
(α⊗ 1), TrL/K(α) = TrL⊗Kv/Kv

(α⊗ 1).

本推论随后由上面定理的同构得出.

19
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2.5.2 关于无穷素位的简短补充

定理 2.8. Ostrowkski

♥

(1) Q的阿基米德赋值等价于通常的绝对值.

(2)更一般的,设K 是数域.

{K 的阿基米德赋值}/ ∼ 1−1←−→ Hom(K,C)/ ∼

证明 (1)设 || · ||是Q的一个阿基米德赋值. 设m0是大于 1的两个整数. 对每个N ∈ Z≥1,

存在正整数 k以及 ai ∈ {0, 1 · · · ,m0 − 1}使得

mN = a0 + a1m0 + · · · akmk−1
0 , mk−1

0 ≤ mN < mk
0.

则 k ≤ N logm
logm0

+ 1. 记 A = max{||1||, ||2||, · · · , ||m0 − 1||}.则对每个 N ,

||m|| = N

√
||m||N ≤ N

√
A(1 + ||m0||+ · · ·+ ||mk−1

0 ||). (2.5.3)

若 ||m0|| ≤ 1,令 N 趋于无穷大可得 ||m|| ≤ 1,从而 || · ||是非阿赋值,矛盾. 由于m0是任

意选取的,所以每个大于 1的整数的 || · ||都大于 1. 由(2.5.3)得

||m|| ≤ N

√
kA · ||mk−1

0 ||.

令 N 趋于无穷得,

||m|| ≤ ||m0||
logm
logm0

调换m与m0的位置重复上面的证明得

||m0|| ≤ ||m||
logm0
logm .

若记 ||m0|| = mc
0,则 c > 0,则上式说明了 ||m|| = mc. 因为 m是任意的以及 || − 1|| = 1,

利用赋值的乘性知对任意 x ∈ Q有 ||x|| = |x|c. 这就证明了 || · ||与通常的绝对值 | · |是
等价的.

用 (1)的结论, (2)可由原封不动的仿照定理2.6的证明得出.

我们将 Hom(K,C)/ ∼中的元素 σ 或者它诱导的赋值 | · |σ 称作是 K 的一个无穷素

位. 若 σ是实 (复)嵌入,称 σ是实 (复)素位. 下面的命题也是类似得到的.

命题 2.4

♠

设 L/K 是数域的扩张, 设 | · |σ 是 K 的一个无穷素位, 记 Homσ(L,C) = {τ ∈
Hom(L,C) : τ |K = σ}. 则有一一对应

{L的延拓| · |σ 的赋值}/ ∼
1−1←−→ Homσ(L,C)/ ∼ .

综合前面一小节对非阿赋值的讨论,下面三个集合有一一对应 (记 Q∞ = R)

K 非平凡赋值等价类之集, OK 非零素理想之集∪Hom(K,C)/ ∼,
∪
p≤∞

Hom(K,Qp)/ ∼ .

现在可以给出数域K 的素位的定义:
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定义 2.7

♣

设 K 是数域, K 的一个素位 (或者素点)是指 K 上的一个非平凡赋值的等价类. 非

阿赋值对应的素位称作是有限素位,阿基米德赋值对应的素位称作是无穷 (无限)素

位. 无歧义时,也将在上面一一对应下另外两个集合中的元素称作是K 的一个素位

(有限素位,无穷素位).

2.5.3 分歧

现在回到 v是非阿的情形. 设 Kv = Kp 是素理想 p诱导的完备化, Lw = LP 是 P诱

导的完备化,且 P | p,则 Lw 是 Kv 的有限扩张. 设 Ov = Op 和 Ow = OP 分别是 Kv 和

Lw 的赋值环. 前面我们证明了 Ow 等于 Ov 在 Lw 中的整闭包. 我们有 Ov 的极大理想等
于 pOv, Ow 的极大理想等于 POw.

命题 2.5

♠我们有 e(P/p) = e(POw/pOv), f(P/p) = f(POw/pOv);

证明 若 P′ 6= P是 OL的素理想,则 P′Ow = Ow. 记 P1 = P, e1 = e(P/p),那么

pOL = Pe1
1 · · ·P

eg
g ⇒ pOw = Pe1

1 Ow.

这就证明了关于分歧指数的断言. 对于惯性指数的断言是由于

OL/P ∼= Ow/POw 以及 OK/p ∼= Ov/pOv.

注记 e = e(P/p), f = f(P/p). 通过数 Ow/pOw = Ow/PeOv 两边的 Ov/pOv-维数,利用

Ov 是主理想整环易得
[Lw : Kv] = ef.

结合定理2.7,这重新证明了用理想语言讲述时的等式:∑
P

e(P/p)f(P/p) = [L : K].

�
笔记所以要了解数域中素理想的分解行为,我们需要学习类似 Lw/Kv在扩张中的分歧指

数与惯性指数,由于这些域是完备离散赋值域且剩余类域是有限域,了解它们比了解数域

要简单一些.

衡量分歧的更精细的概念是共轭差积. 我们回顾所谓 AKLB 记号,即 A是 Dedekind

整环, K 是 A的分式域, L/K 是有限可分扩张, B 是 L在 A中的整闭包. 在这里 AKLB

等于下面两种情况之一 (一般的讨论参考数论 I §6.3或者 Neukrich):

OK ,K, L,OL 和 Ov,Kv, Lw,Ow

定义 2.8
设 AKLB 如上. 令

D(B/A)−1 := {α ∈ L : TrL/K(αB) ⊂ A}.
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♣

D(B/A)−1 是 B 分式理想且包含 B (练习). 定义 AKLB 的共轭差积 (different)

D(B/A)为D(B/A)−1的逆理想. 特别的D(B/A)是 B 的整理想.

(Z,Q,K,OK)的共轭差积被称作数域K 的 (绝对)共轭差积,记作DK .

命题 2.6

♠

设K 是数域, N是理想的绝对范, dK 是K 的判别式. 则

N(DK) = dK .

证明 设 K 的一组整基是 α1, · · · , αn. 回顾 TrK/Q 诱导了 K 上的非退化双线性配对. 记

α̌1, · · · , α̌n是对偶基. 则D−1K 是由这组对偶基自由生成的 Z-模. 由于

(α̌1, · · · , α̌n) = (α1, · · · , αn)(Tr(αiαj))i,j .

我们有

[D−1K : OK ] = [OK : DK ] = det(Tr(αiαj))i,j = dK .

设 | · |p = | · |v 是K 的素位延拓了 Q, | · |p. 对 Zp,Qp,Kp,Op. 由于 Ov 是有限秩的自
由 Zp-模,设 α1, · · · , αn 是一组基. 定义局部判别式 dKp 为这组基在 TrKp/Qp

诱导的双线

性配对的度量矩阵的行列式在 Zp中生成的理想. 对Kp的理想 pk,定义

NKp/Qp
(pk) = (pZp)fk, f = f(p/p).

这个定义使得,对 α ∈ Kv, NKp/Qp
(α)Zp = NKp/Qp

(αOv). (证明类似第一章最后一节: 理

想的范.)

命题 2.7

♠
NKp/Qp

(D(Ov/Zp)) = dKp .

如下定理将共轭差距的计算归化为"局部"情形.

定理 2.9

♥vP(D(OL/OK)) = vP(D(Ow/Ov)).

证明 设 d ∈ Z≥1,我们需证明Pd | D(Ow/Ov)当且仅当Pd | D(OL/OK). 取 0 6= a ∈ OK
使得 a ∈ Pd. 由中国剩余定理再结合推论2.6得下面交换图表:

P−d/OL a−1OL/OL a−1OK/OK

P−dOw/Ow
∏
P′|a

a−1OP′/OP′
∏
p′|a

a−1Op′/Op′ .

∼=

Tr

∼= ∼=∑
p′|a

TrP′/p′

其中第一行右侧的 Tr 表示由迹映射诱导的, 第二行右侧的 TrP′/p′ 是由 LP′ 到 Kp′ 的迹

映射诱导的. 中间和右边的同构是中国剩余定理以及前面证明过的Dedekind整环的事实:
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2.5 嵌入,非阿赋值,素理想,在数域中的应用

对非零理想 a ⊂ OK 有 OK/a ∼= a−1/OK . 那么,

Pd |D(OL/OK)⇔ 上右水平箭头零化P−d/OL

⇔ 下右水平箭头零化P−dOw/Ow

⇔ PdOw |D(Ow/Ov).

推论 2.7

♥
对每个素数 p,有 vp(dK) =

∑
p|p
vp(dKp).

定理 2.10

♥vP(D(Ow/Ov)) ≥ e− 1,等号成立当且仅当 p ∤ e,这里 e = e(P/p).

引理 2.4

♥设 Lw/Kv 是完全分歧. 设 Π是 POw 的一个生成元. 则 Ow = Ov[Π].

证明 此时Π的极小多项式是关于 p的 Eisenstein多项式 f(T ) = Tn+an−1T
n−1+· · · a+0

(之前习题的结论). 根据前面 Dedekind 整环的结论知 Ow/(Ov[Π]) ⊗ Ov/p = 0. 但由于

p 是 Ov 唯一的极大理想, 知 Ow = Ov[Π]. 通过乘 Π 诱导的线性映射 Lw → Lw 在基

1,Π, · · · ,Πn−1下的矩阵记为 A. 则 A是 Ov 系数的矩阵,且 A mod p形如

0

1 0
. . . . . .

1 0


由此易得对 k ≥ 1, Tr(Πk) = Tr(Ak) ≡ 0 mod p.

� 练习 2.1思考题: 设 Lw/Kv 不一定完全分歧,证明此时也存在 α ∈ Ow 使得 Ow = Ov[α].
这在数域的情形是不对的,例如K = Q(α), α是 T 3 − T 2 − 2T − 8的一个根.

命题 2.8

♠

(1)若 Lw/Kv 是非分歧的,则D(Ow/Ov) = (1)且 Tr(Ow) = Ov.
(2)设分歧指数 e = e(P/p) > 1. 则 Tr(P) ⊂ p;当 p ∤ e时 Tr(Ow) = Ov;当 p | e时,

Tr(Ow) ⊂ pOv.

证明 (1)此时 P = pB. 根据共轭差积的定义,

P |D(Ow/Ov)⇔ Tr(P−1) = Tr(p−1Ow) ⊂ Ov

⇔ Tr(Ow) ⊂ pOv

⇔ 有限域的迹映射Tr : Ow/pOw → Ov/p是 0映射.
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2.5 嵌入,非阿赋值,素理想,在数域中的应用

熟知最后一条是不对的,所以D(Ow/Ov) = (1). 注意到 Tr(Ow)总是Ov的非零理想从而
Tr(Ow) = Ov.

(2) 记 M 是最大的 Lw/Kv 中间域使得 M/Kv 非分歧. 则 e = [Lw : M ]. 设 M 的

赋值环是 O. 则 O 的极大理想是 pO. 由上面引理 Ow = O + OΠ + · · · OΠe−1. 我们
断言当 k ≥ 1 时 Tr(Πk) ∈ p. 记 TrLw/M 在 B/pB 上诱导的迹映射为 T . 对 α ∈ P,

ᾱ := α mod pB ∈ B/pB = B/PeB 是幂零元,所以 T (ᾱ) = 0. 换言之, Tr(P) ⊂ pO. 特别

的断言成立.

现在, TrLw/M (1) = e ∈ pOM 当且仅当 p | e. 所以

TrLw/M (Ow)

= O 当p ∤ e,

⊂ pO 当p | e.

再利用 (1)和迹的传递性 TrLw/Kv
= TrM/Kv

◦ TrLw/M 得所需结论.

证明 [定理2.10的证明] 当 e = 1 时, 这由命题2.8(1) 推出. 设 e > 1. 则由上面命题

知 Tr(P) ⊂ p 所以 Tr(p−1P) = Tr(P1−e) ⊂ Ov. 根据共轭差积的定义, 有 Pe−1 |
D(Ow/Ov). 进一步,再根据命题2.8

Tr(P−e) = Tr(p−1Ow) = p−1Tr(Ow)

= p−1 当p ∤ e,

⊂ p−1p = Ov 当p | e.

由此知 Pe |D(Ow/Ov)当且仅当 p | e.

例 2.7 K = Q(ζp)时, DK = (1− ζp)p−2.

最后我们用这些理论来计算纯三次域的判别式和整基. 设 K = Q( 3
√
m), m ∈ Z但不

是立方数. K 称作是纯三次域. 显然我们可假设m = ab2, a, b ∈ Z≥1, a, b互素且 a, b均无

平方因子. 设 α = 3
√
m, β =

3
√
a2b = α2

b .

命题 2.9

♠

(1)若m 6≡ ±1 mod 9,则K 一组整基是 {1, α, β},判别式 dK = −27a2b2.
(2) 若 m ≡ ±1 mod 9, 则 K 一组整基是 {γ, α, β}, 判别式 dK = −3a2b2, 其中
γ = 1+aα+bβ

3 .

证明 1, α, α2 的判别式等于 T 3 − m 的判别式等于 −27m2, 所以 dK < 0. 由此还知若

p ∤ 3ab,则 p非分歧. 特别的对这样的 p,若 v | p,则 dKv = (1).

若 p | a (若 p | b), 则 T 3 − ab2 (T 3 − a2b) 是 p-Eisenstein, 所以 p 完全分歧, 记为

pOK = p3. 由 Eisenstein多项式性质知 Op = Zp[α] (Op = Zp[β]).总之

dKp = −27a2b2Zp =

35 当p = 3,

p2 当p 6= 3.
.
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2.5 嵌入,非阿赋值,素理想,在数域中的应用

故若 3 | m,有

dK = −33a2b2.

计算知

d(1, α, β) =
1

b2
d(1, α, α2) = −27a2b2.

从而 1, α, β 是一组整基.

现在考虑 3 ∤ m的情形. 若 m 6≡ ±1 mod 9 ,则根据下面引理知, T 3 −m在 Q3[T ]中

不可约. 注意到 (T ± 1)3 −m是 3-Eisenstein的,所以 3依旧完全分歧,与上面一样的分析

得想要结论.

若m ≡ ±1 mod 9,则有 Z3[T ]中的不可约分解

T 3 −m = (T − α)(T 2 + αT + α2).

设 p1, p2是K 的两个素位分别对应右边的两个多项式. 则Kp1 = Q3, Kp2 = Q3(ζ3). 于是

Op1 = Z3, Op2 = Z3[ζ3]. 所以

dKp1
= (1) dKp2

= 3Z3.

那么当m ≡ 1 mod 9时,整合每个局部的判别式得

dK = −3a2b2.

设 σ1, σ2 ∈ Hom(K,Q3)分别对应 p1, p2. 可不妨设 σ1(α) = α ∈ Z3, σ2(α) = ζ3α ∈ Z3[ζ3].

简单计算知 (下面 +对应 +, −对应 −)

m ≡ ±1 mod 9⇒ α ≡ a ≡ ±1 mod 3.

由此

σ1(1 + aα+ α2) ≡ 0 mod 3Z3, σ2(1 + aα+ α2) ≡ 1 + ζ3 + ζ23 ≡ 0 mod 3Z3.

这说明 σi(γ) ∈ Opi(i = 1, 2),即 γ 在 p1, p2处的 (加法)赋值是非负的,而 γ 在其他素理想

处的赋值显然是非负的,所以 γ ∈ OK . 计算得

d(γ, α, β) =
1

32
d(1, α, β) = −3a2b2 = dK .

这推出整基是 γ, α, β.

引理 2.5

♥(Z×3 )3 = 1 + 9Z3 × {±1}.

证明 习题.
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第三章 阿代尔环与伊代尔群

设 K 是数域. 本章介绍 K 的阿达尔环 AK 与伊代尔群 A×K . 我们将用两种方式来讲

述,第一种是从第一章理想语言所得到的结论来推导本节的主要结果. 另一种是讲述 <数

论 I> 的方式: 用局部紧群上的测度理论来建立主要结果, 由此再推导出第一章的主要结

论. 这些颇为重要,后面将看到

AK 上的 Fourier分析会给出K 的解析理论,这是 Tate博士论文的内容;

类域论会将 K 的极大 abel扩张关于 K 的 Galois群与所谓伊代尔类群 A×K/K
× 联

系起来,从而对伊代尔群有个好的认识会帮助我们了解K 的 abel扩张.

3.1 阿代尔与伊代尔的定义与拓扑

见数论 I,第六节 a). 我们补充一点. (与书中类似,紧和局部紧均指对 Hausdorff空间.)

命题 3.1

♠AK 和 A×K 均是 Hausdorff的局部紧群.

证明 一般的局部紧群的限制直积均是 Hausdorff局部紧. 证明留作练习.

3.2 阿代尔与主阿代尔的关系

本小节用之前理想语言得到的结论来建立这些小标题中的关系.

定理 3.1.强逼近定理

♥

设 v0是K 的任意素位. 则K 在限制直积
∏′
v ̸=v0 Kv 中稠密. 这里 v跑遍K 的不同

于 v0的所有素位,限制直积是对 (Kv,Ov) (当 v有限时)取的.

设 S 是K 素位的有限集合且包含K 的全部无穷素位. 定义K 的 S-整数环

OS := {x ∈ K : ordv(x) ≥ 0对任意v /∈ S.

例 3.1 K = Q, S = {p,∞}. 则 OS = Z[1p ].

上面定理写成经典语言的话是:

定理 3.2.强逼近定理’

♥

设 S 是包含 K 所有无穷素位的有限集合. 任取 v0 ∈ S,记 S′ = S \ {v0}. 则 OS 在∏
v∈S′ Kv 中稠密.

�
笔记这里我详细写下定理3.1与定理3.2的等价性证明. (这纯属点集拓扑的简单讨论.)

定理3.1 "⇒定理3.2 ": 任意给定 (av)v∈S′ ∈
∏
v∈S′ Kv 以及 ε > 0. 定义

∏′
v ̸=v0 Kv 中



3.2 阿代尔与主阿代尔的关系

元素

a = (av)v ̸=v0 =

av 若v ∈ S′,

0 若v /∈ S′.

在
∏′
v ̸=v0 Kv 中取 a的如下开邻域

U :=
∏
v/∈S

Ov ×
∏
v∈S

B(av, ε), 这里B(av, ε) = {x ∈ Kv : |x− av|v < ε}.

由定理3.1知,存在 x ∈ K ∩ U . 注意到 K ∩ U ⊂ OS ,且当 v ∈ S′ 时 |x− av|v < ε. 这就证

明了定理 3.2.

定理3.2 "⇒定理3.1 ": 任意给定 a = (av)v ̸=v0 ∈
∏′
v ̸=v0 Kv 以及 a的开邻域 U . 根据

限制直积拓扑的定义,我们可不妨设

U =
∏
v/∈S

Ov ×
∏

v∈S,v ̸=v0

B(av, ε),

其中 S 为包含全部无穷素位且不包含 v0 的有限集合. 由定理3.2知,存在 x ∈ OS 使得当
v ∈ S \ {v0}时, x ∈ B(av, ε). 注意到在

∏′
v ̸=v0 Kv 中有 x ∈ U ,这就证明了定理3.1.

我们将对定理3.2给出证明. (下面这个引理可推广到一般 Dedekind整环中).

引理 3.1

♥
OS 在

∏
v∈S,v∤∞

Kv 中稠密.

证明 证明是个关于中国剩余定理的游戏. 细节如下: 记 {p1, · · · , pr}为 S 中有限素位的

集合. 任意给定

(ai)i ∈
r∏
i=1

Kpi 以及 ε > 0.

我们需证存在 z ∈ OS 使得对每个 i|z − ai|pi < ε.

首先来说明存在 x ∈ K 使得 vpi(x) = vpi(ai). 记 ki = vpi(ai). 取 β ∈ p
|ki|
i \ p|ki|+1.

根据中国剩余定理存在 αi ∈ OK 满足

αi ≡ β mod p|ki|+1,

αi ≡ 1 mod pj , 对每个j 6= i.

适当取 ±号,我们有 α :=
∏r
i=1 α

±
i 在每个 pj (1 ≤ j ≤ r)处的赋值都等于 kj . 再次应用

中国剩余定理知存在 γ ∈ OK 使得对充分大的整数 N 成立

γ ≡ 0 mod pNi

γ ≡ 1 mod pj 对每个j 6= i.

则 x := γα ∈ OS 就是所需元素.

特别的, aix ∈ O
×
pi . 再由中国剩余定理知存在 y ∈ OK 使得,对每个 i = 1, 2, · · · , r 以
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3.2 阿代尔与主阿代尔的关系

及充分大的整数 N 有

y ≡ ai
x

mod pNi Opi .

则

z := xy ∈ OS 且对每个i有 z − av ∈ pki+Ni Opi .

当 N 充分大时, 显然我们有 |z − ai|pi < ε对 1 ≤ i ≤ r 成立. 这就说明了 z 是所需的逼

近.

Minkowski定理在如下的证明中起到了核心作用.

证明 [定理3.2的证明]

任意给定 (av)v ∈
∏
v∈S′ Kv 以及 ε > 0. 我们需证明存在 z ∈ OS 使得 |z − av| < ε,

v ∈ S′. 我们将先证两种特殊情形,最后证一般情形. 设 F 是
∏
v|∞Kv 关于格 OK 的一个

基本区域. 由于 F 有界,可取M > 0使得

对任意(fv)v|∞ ∈ F 有|fv|v ≤M. (3.2.1)

(1) 设 S = {全体无穷素位}, v0 ∈ S. 此时 OS = OK . 应用 Minkowski 定理知存在

x ∈ OK 使得
|x|v <

ε

M
, 对每个v ∈ S′.

任取 av0 ∈ Kv0 ,因为 F 是基本区域,存在 y ∈ OK 使得在
∏
v∈SKv 中,

y − (av)v∈S
x

∈ F .

根据(3.2.1)有

|xy − av|v = |x|v|y −
av
x
|v < ε 对每个v ∈ S′.

那么 z = xy ∈ OS 就是所需的逼近.

(2)设 S′ = {全体无穷素位}, v0 是有限素位. 设 v0 对应的素理想是 p0. 由于类群有

限,故存在 h ∈ Z≥0使得 ph0 = (π), π ∈ OK . 则我们有

OS = OK [π−1].

其中右边包含于左边是显然的; 反过来的包含是因为对任意 αOS , 显然存在 N ∈ Z≥0 使

得 πNα ∈ OK . 设 0 6= a ⊂ OK 是整理想, 则对 m ∈ Z≥1, OK 的分式理想 (π−m)a 作为∏
v∈S′ Kv 中格的体积随着m增大时可任意小. 应用Minkowski定理知存在 x ∈ OS 使得

|x|v <
ε

M
对每个v ∈ S′.

取 y ∈ OK 使得
y − (av)v∈S′

x
∈ F .

根据(3.2.1)有

|xy − av|v = |x|v|y −
av
x
|v < ε 对每个v ∈ S′.
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3.2 阿代尔与主阿代尔的关系

那么 z = xy ∈ OS 就是所需的逼近.

注意到在上面两种特殊情形的条件下,我们实际上成立如下更强的事实

NOS 在
∏
v∈S′

(NKv) =
∏
v∈S′

Kv 中稠密, N 任意正整数.

(3)一般情形: 由引理3.1知存在 x ∈ OS 使得

|x− av|v < ε 对每个v ∈ S′且v ∤∞. (3.2.2)

对 N ∈ Z≥1,由前两种特殊情形的结论知存在 y ∈ NOS 使得

|y − (x− av)|v < ε 对每个v ∈ S′且v | ∞. (3.2.3)

若 v0是有限素位,根据情形 (2);若 v0是无穷素位,这是由情形 (1)的结论. 现在取N 满足

对每个素理想 p ∈ S, p的足够高次方整除N ,结合(3.2.3)可知(3.2.3)中的不等式对 S′中的

有限素位也成立. 则 z = x− y ∈ OS 就是所需的逼近.

命题 3.2

♠K 在 AK 中离散且闭, AK/K 紧.

证明 记K∞ =
∏
v|∞Kv. 由强逼近定理易知

K + (
∏
v∤∞

Ov ×K∞) = AK .

另外我们有显然的等式

K ∩ (
∏
v∤∞

Ov ×K∞) = OK .

所以包含映射诱导了如下自然的拓扑群同构

(
∏
v∤∞

Ov ×K∞)/OK ∼= AK/K.

设 F 是
∏
v|∞Kv 关于格 OK 的基本区域,记 F 为其闭包. 显然有连续的自然满射∏

v∤∞

Ov ×F → (
∏
v∤∞

Ov ×K∞)/OK .

前者作为紧空间的乘积是紧,从而后者也是紧的. K在 AK 中的离散性由OK 在
∏
v|∞Kv

中的离散性得出. (根据一般拓扑群的结论知K 在 AK 中闭).

推论 3.1

♥

设 S 为 K 素位的有限集合且包含 K 所有无穷素位. 则 OS 在
∏
v∈SKv 下的像离

散且余紧.

证明 由于 OS 是群,我们只需证明 0 ∈ OS 在
∏
v∈SKv 中离散. 对 v ∈ S,设 Uv ⊂ Kv 是

0 ∈ Kv 的一个紧邻域. 则 U 是 0在 AK 中的紧邻域,这里

U =
∏
v∈S

Uv ×
∏
v/∈S

Ov.

由于 K 在 AK 中闭, 所以 K ∩ U 紧且离散, 故而有限. 显然 x ∈ K ∩ U 当且仅当
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3.3 伊代尔与主伊代尔的关系

x ∈ OS ∩
∏
v∈SKv,所以 OS 在度量空间

∏
v∈SKv 中离散. 由于

K +
∏
v/∈S

Ov ×
∏
v∈S

Kv = AK ,

故

(
∏
v/∈S

Ov ×
∏
v∈S

Kv)/OS ∼= AK/K 紧.

利用如下自然投射知后者紧

(
∏
v/∈S

Ov ×
∏
v∈S

Kv)/OS → (
∏
v∈S

Kv)/OS .

例 3.2 (1) Z在 R中离散且余紧.

(2) Z[1p ]在 R×Qp中离散且余紧,但分别在 R和 Qp中稠密.

3.3 伊代尔与主伊代尔的关系

对 Kv 上的绝对值,我们首先需要选择所谓"标准"绝对值 | · |Kv ,也简记作 | · |v. 若 v

是有限素位对应素理想 p, (仿照 <数论 I>)用 ordv 来表示加法赋值 vp,记 qv 是 Kv 剩余

类域的阶. 定义

|x|Kv =


q
−ordv(x)
v 若v有限;

通常绝对值 若Kv = R;

xx̄ 若Kv = C.

在阿代尔上定义绝对值 ·|AK
(也简记为 | · |):

| · |AK
: AK → R≥0, a = (av)v 7→

∏
v

|av|Kv .

由于对几乎所有的 v, av ∈ Ov 即 |av|Kv ≤ 1,故上面乘积收敛. 如果 (av)v 是个伊代尔,则

对几乎所有的 v, |av|Kv = 1,故 |(av)v|AK
是有限乘积.

命题 3.3.乘积公式

♠若 x ∈ K×,则 |x|AK
= 1.

证明 当K = Q时,直接验证即可得结论. 一般情形显然由如下等式推出

|x|AK
= |NK/Q(x)|AQ . (3.3.1)

为证(3.3.1),只要说明对每个素位 v,当 x ∈ Kv 时成立如下等式∏
v|p

|x|v = |NK/Q(x)|p.

这里 p是 Q的 v之下的素位. 当 v是无限素位时,上式由范的基本性质推出. 以下设 v是

有限素位. 根据赋值理论知

NK/Q(x) =
∏
v|p

NKv/Qp
(x).
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3.3 伊代尔与主伊代尔的关系

所以我们只需证明

|NKv/Qp
(x)|p = |x|v.

对当 ordv(x) = 1时, (右边的事实见练习) ordp(NKv/Qp
(x)) = f(v/p).利用 qv = pf(v/p)知

对这样的 x上面公式成立时,利用乘性知对任意 x ∈ Kv 上式也成立. 这就证明了(3.3.1).

令

A1
K = {a ∈ A×K : |a|K = 1.}

给 A1
K 赋予 A×K 的子拓扑. 命题3.3证明了K× ⊂ A1

K .

定理 3.3

♥K×在 A1
K 中离散且 A1

K/K
×紧.

为证明这个定理,定义映射 (回忆 IK 表示K 的分式理想群):

A×K → IK , (av)v 7→
∏
v∤∞

pordvavv .

(闲谈: 由这个映射可看出伊代尔是 (分式)理想的"加细",这正是名称 idéle = ideal element

的由来). 记其核为 UK ,则

UK =
∏
v∤∞

O×v ×
∏
v|∞

K×v . (3.3.2)

显然 IK 的子群主分式理想群的逆像是K×UK ,这诱导了同构

A×K/UKK
× ∼= ClK .

引理 3.2

♥

记 U1
K = UK ∩ A1

K . 则自然嵌入 A1
K ⊂ A×K 诱导了同构

A1
K/K

×U1
K
∼= A×K/UKK

×.

特别的, A1
K/K

×U1
K 同构于类群从而是有限群.

证明 利用K× ⊂ A1
K ,我们得出 A1

K ∩ UKK× = U1
KK

×. 所以只需证明

A1
KUK = A×K .

设 a ∈ A×K . 取一个无穷素位 v,令

b = (1, · · · , 1, bv, 1, · · · , 1) ∈ UK 使得|bv|v = |a|K .

则 |b|K = |a|K . 故 ab−1 ∈ A1
K 从而 a = (ab−1)b ∈ A1

KUK . 这就证明了上面的等式.

证明 [定理3.3的证明]

记

K∞ =
∏
v|∞

Kv, K1
∞ = {(xv)v ∈ K∞ :

∏
v|∞

|xv|v = 1}.
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3.4 Haar测度

则 ∏
v∤∞

O×v ×K∞

 ∩K× =

∏
v∤∞

O×v ×K1
∞

 ∩K× = O×K .

从而有拓扑 abel群的正合列:

1→ (
∏
v∤∞

O×v ×K1
∞)/O×K → A1

K/K
× → A1

K/UKK
× → 1.

因为类数有限,故右边是有限群. 所以若能证明左边是紧群就行了. 考虑正合列

1→
∏
v∤∞

O×v → (
∏
v∤∞

O×v ×K1
∞)/O×K −→ K1

∞/O×K → 1.

右边的箭头由 (av)v → (av)v|∞诱导. 左边是紧的,右边紧是因为 Dirichlet单位定理,从而

中间一项也是紧的.

3.4 Haar测度
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