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1 第一讲 (2021,03,08)数域和代数整数环

本课程以自编讲义为主, 主要参考书目: 冯克勤-代数数论. Neukrich-代数数论. 加藤和也

(等)-数论 I.

注: 相比今日课堂内容,我以 Z为例增加了一些欧几里得环、主理想整环、唯一分解整环的

内容. 虽然这些内容在不同阶段如小学、中学、大学抽象代数课上都可能接触过,在这里温顾一

下对学习代数数论以及课程的自封闭性是有好处的. 对于后面的课程,我建议去温习代数学中的

有限生成 abel群结构定理.

我们从整数环 Z = {0,±1,±2, · · · }说起. 一个大于等于 2的整数的正因子只有 1和其本身

的话,称其为素数. 我们来回顾所谓算术基本定理及其证明:

简记: 主理想整环 = PID (Principal Ideal Domain). 唯一分解整环 = UFD (Unique Factorization

Domain)

定理 1.1. (1) (带余除法)对任意整数 a, b ∈ Z, b 6= 0,存在 q, r ∈ Z, 0 ≤ r ≤ b− 1,使得 a = qb+ r.

(Z是欧几里得环.)

(2) (Z是 PID)环 Z的每个理想都是主理想.

(3) (Z是 UFD)每个正整数都能唯一的写成素数的乘积.

证明. (1)先设 b > 0. 因 a/b是有理数,存在 q ∈ Z使得 q ≤ a/b < q+1,令 r = b(a/b−q) = a−bq,

则 r, q即是所需;若 b < 0,取 q使得 q − 1 ≤ a/b ≤ q即可.

(2)设 I 是 Z的非零理想,在 I \ {0}中,取 0 < b ∈ I 使得其绝对值 |b|最小. 则 I = (b),这是

因为任意 a ∈ I ,由带余除法知存在 q, r, 0 ≤ r < b使得 a = qb+ r,即 r ∈ I . 根据 b的极小性,知

r = 0,从而 a = qb ∈ (b). 这说明了 I = (b)是主理想.

(3)存在性: 设 n ∈ Z>0,若 n不可分解,则无需证;否则 n可继续分解,我们需证明 n进过有

限步后, n分解成了素数的乘积. 反证法,若任意有限步分解不能停止,我们将得到一个无限的理

想升链:

(n) ⊊ (n1) ⊊ (n2) ⊊ · · ·

另一方面,这些理想的并 ∪(ni)也是 Z的理想,那么它是主理想 (d),且对某个 k有 d ∈ (nk),这就

说明这个升链是有限的,矛盾.

唯一性: 容易看出唯一性由如下重要结论推出: 若 p | ab, a, b ∈ Z,则 p | a或 p | b. 换句话说
(p) = pZ是 Z的素理想.
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现在我们来证明这个性质. 考虑理想 (p, a),根据 (2), (p, a) = (d), d ∈ Z. 由素数的定义看出

(d)只能等于 (1)或 (p),若 (p, a) = (p)即 p | a,这是我们想要的. 若 (p, a) = (1),即存在 x, y ∈ Z

使得 px+ ay = 1,两边同乘 b得 pxb+ aby = b. 由于 p | ab,我们就得到了 p | b.

回顾整环中不可约元、素元、欧几里得环、主理想整环、唯一分解整环等基本定义. 请确信

以上讨论实际上证明了

{欧几里得环} ⊂ {主理想整环} ⊂ {唯一分解整环}.

思考题: 试举例说明以上两个包含号实为真包含.

习题: 证明在 UFD 中, 不可约元和素元是一回事. (回忆所谓素元指其生成的主理想为素理

想. )

引理 1.2. 设 R是 UFD, α, β ∈ R且没有非平凡公因子. 若 αβ = γn,则存在 u, v ∈ R×, x, y ∈ R,

使得 α = uxn, β = vyn.

证明. 将 αβ = γn左右两端都分解为不可约元的乘积,再利用分解的唯一性即可看出.

接下来,我们从解一个整数不定方程谈起

y2 + 1 = x3. (1.1)

若以代数数论方法来看,在环 Z[i]中,可将左端分解为 (x+ i)(x− i),这里 i =
√
−1. 若用此法,我

们需了解环 Z[i]的性质. 实际上 Z[i]是欧几里得整环. 环中任一元素 α均可写为 a+ bi(a, b ∈ Z)

的形状 (为什么?). Z[i]的分式域是 Q(i). 我们定义 Q(i)上的范数:

N : Q(i) → Q, x+ yi 7→ x2 + y2.

容易验证,N(αβ) = N(α)N(β)对任意 α, β ∈ Q(i). 现在我们来说明N 限制在 Z[i]上 (仍记作N )

会使 Z[i]成为一个欧几里得整环. 即存在带余除法: 对任意 α, 0 6= β ∈ Z[i],存在 γ, δ ∈ Z[i]使得

α = βγ + δ且0 ≤ N(δ) < N(β).

证明. Z[i]的分式域Q(i). 记 α/β = m+ni, m,n ∈ Q. 对有理数 q,我们令 [q]′为距离 q最近的整

数,则 q := q− [q]′的绝对值小于等于 1/2. 则 α/β = ([m]′+[n]′i)+(m+ni)且N(m+ni) ≤ 1/2.

令 γ = [m]′ + [n]′i ∈ Z[i], δ = β(m+ ni),则 N(δ) = N(β)N(m+ ni) < N(β).

所以 Z[i]也是 PID和 UFD.环 Z[i]的单位群亦重要,若 α = a+ bi是单位,显然 ᾱ := a− bi

也是,故 N(α) = αᾱ = a2 + b2 也是单位,这推出 N(α) = ±1. 由此易知 Z[i]× = {1,−1, i,−i} =

〈i〉 ∼= Z/4Z.

现在我们可以来证明方程(1.1)的整数解只有 (x, y) = (1, 0)了. 假设 (x, y)是一组整数解,则

在 Z[i]中有

(y + i)(y − i) = x3 (1.2)

利用自然环同态 Z → Z/4Z,即模 4看,知 2 | x, 2 ∤ y. 由此知 (y + i, y − i)生成的理想为 1,因为

y2+1和 2都属于这个理想,故 1也属于这个理想 (这里我们利用了环Z是 PID).那么 y+ i和 y− i

在 Z[i]中没有公因子,再利用 Z[i]是唯一分解环,由引理1.2和(1.2)得出 y+ i等于一个单位乘以一
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个元素的立方,由于 Z[i]中的单位均可写成某个单位的立方,我们可以得出存在 α = a+ bi ∈ Z[i]

(a, b ∈ Z)使得 y + i = (a+ bi)3. 由此比较 i的系数会得出 (x, y) = (1, 0).

总结: 在整个论证过程中, Z[i]是 PID以及对于它单位群的了解都起了重要的作用.

现考虑另一方程的整数解,

y2 + 5 = x3. (1.3)

将左边在 Z[
√
−5]中分解为 (y+

√
−5)(y−

√
−5). 容易计算环 Z[

√
−5]的单位群是 {±1} (习题).

但这时会碰到一个麻烦的问题, 上面证明 Z[i]是 PID的关键一步：构造"适当的范数 N 作带余

除法" (请同学们在此先作尝试)在 Z[
√
−5]中将不复存在. 实际上 Z[

√
−5]根本就不是 UFD,比如

6就有两种分解为不可约元的方法 (请自行验证 2, 3, 1±
√
−5均为不可约元,且均不是素元):

6 = 2× 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5).

然所幸, Z[
√
−5]这个环有下面两个非常好的性质最终能帮助我们解上面的方程（我们将在两周

后证明这两个事实):

(1) Z[
√
−5] 中任何一个非零理想都可以唯一地分解为素理想的乘积; 举例而言: (6) =

6Z[
√
−5]的素理想分解式为

(6) = (2, 1 +
√
−5)2(3, 1 +

√
−5)(3, 1−

√
−5).

(验证右边的这三个理想都是极大理想.)

若不熟悉理想的运算,请看 Atiyah-Macdonad交换代数导引第一章.

由这条性质可推出,如果两个理想 I1, I2 互素 (即 I1 + I2 是单位理想)且 I1I2 是某个理想的

n次方,则 Ii(i = 1, 2)自身也是某个理想的 n次方.

(2)对 Z[
√
−5]中的任一理想 I , I2都是主理想.

利用这条性质,我们可得出如果一个理想 I 的立方是主理想,那么 I 本身就是主理想. (见习

题)有这两样性质后,我们变可证明 y2 + 5 = x3没有整数解,留作练习.

环 Z[i], Z[
√
−5]是我们将要讲述的代数整数环的例子, 它们的分式域分别是 Q(i),Q(

√
−5).

这样的域是 Q的有限扩张. 一般地,有理数域的有限扩张称为 (代数)数域.

定义 1.3. (1)如果 α ∈ C是某个首一整系数多项式的根,我们称 α是代数整数. 全体代数整数形

成的环我们记作 Z̄. (我们将很快看到这的确是个环)

(2)设 K 是数域, K 的 (代数)整数环 OK 指 K 中所有代数整数所构成的环. (我们将很快看

到这的确是个环)

在前两周的课程中, 我们的任务是学习 OK 这个环的性质, 就像我们去了解 Z[i],Z[
√
−5]那

样.

例如:
√
2, ζN = e2πi/N 均是代数整数,因它们分别是 x2 − 2, xN − 1的根. 由定义看,一个不

太显然的事实是
√
2 + e2πi/N 也是代数整数.

任何 Q \ Z中的数都不是代数整数,(这从定义初始也并不算很明显.)

可将代数整数的概念推广到如下一般情形:
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定义 1.4. 设 R ⊂ S是两个交换环,对于 α ∈ S,如果存在首一多项式 f(T ) ∈ R[T ]使得 f(α) = 0,

我们称 α在 R上整. 如果 S 的每个元素均在 R上整,称 S 在 R上整.

所谓 R在 S 中的整闭包,顾名思义,即指 S 中全体在 R上整的元素所成之集合,马上将看到

这个整闭包是 S 的子环. 若 R是整环,记 F (R)为 R的分式域,如果 R在 F (R)中的整闭包是 R

自身,我们称 R是整闭的.

考虑环 Z ⊂ C,则 α ∈ C是代数整数可重新表述为 α在 Z上整,Z̄即是 Z在 C中的整闭包.

若K 是数域,其整数环 OK 就是 Z在K 中的整闭包.

如下论断和证明与课堂所讲并无任何本质差别,这里写成一般的情形为方便以后使用

命题 1.5. 设 R ⊂ S 是两个交换环. 设 α ∈ S,则以下两条等价: (1) α在 R上整; (2) R[α]的是有

限生成的 R-模;

证明. "(1)推 (2)": 设 α是 Tn + an−1T
n−1 + · · · a0 ∈ R[T ]的根,则 αn 可由 1, α, · · · , αn−1 作为

R-模生成,归纳可知对任何正整数m, αm ∈ R+Rα+ · · ·Rαn−1. 从而R[α]可由 1, α, · · · , αn− 1

作为 R-模生成.

"(2) 推 (1)": 设 α1, · · · , αn 是 R[α] 的一组 R-模生成元. 则存在 R 上的 n 阶矩阵 A 使得

α(α1, · · · , αn = (α1, · · · , αn)A. 则 αIn−A, (作为R[α]上的矩阵),有 (α1, · · · , αn)(αIn−A) = 0.

右乘 αIn −A的伴随矩阵知每个 αi 被行列式 |αIn −A| ∈ R[α]零化,特别的 1 ∈ R[α]被其零化,

故 |αIn −A| = 0,故 α是首一多项式 |TIn −A| ∈ R[T ]的根. 也就是说, α在 R上整.

推论. (1)设 R ⊂ S,则 R在 S 中的整闭包是 S 的子环.

(2)(整的传递性)设R1 ⊂ R2 ⊂ R3,若 α ∈ R3在R2上整,而R2在R1上整,则 α在R1上整.

证明. (1) 只需证明若 α, β ∈ S 在 R 上整, 则 α + β, αβ 也在 R 上整. 注意到 R[α, β] 是有限生

成的 R-模即可,它可由 αiβj 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m生成,这里 n和 m分别是零化 α,β 的首一多

R-系数项式的次数.

(2)由条件知存在首一多项式 f(T ) = Tn+an−1T
n−1+ · · ·+a0 ∈ R2[T ]使得 f(α) = 0. 故 α

在 R1[a0, a1, · · · , an−1]上整,又由于 ai 在 R1 上整,知 R1[a0, a1, · · · , an−1]是有限生成的 R1-模,

设生成元是α1, · · · , αm,则R1[a0, a1, · · · , an−1, α]作为R1-模可由 ciαj (0 ≤ i ≤ n−1, 1 ≤ j ≤ m)

生成.

命题 1.6. Z是整闭的,换句话说 Z̄ ∩Q = Z. 更一般地, UFD都是整闭的.

证明. (我们以 Z来证)设 r/s ∈ Q,其中 r, s ∈ Z,且 r, s无非平凡公因子,若 r/s在 Z上整,则存

在首一整系数多项式 f(T ) = Tn + an−1T
n−1 + · · · a0 ∈ Z[T ]使得有等式 f(r/s) = 0. 在此式两

边同乘 sn,得

rn + an−1r
n−1s+ · · ·+ a0s

n = 0

若 r/s /∈ Z,则存在一素数 p使得 p | s,则由上面式子知 p将整除 rn,故而 p | r. 这与 r, s没有公

因子矛盾.

请确信这个证明原封不动的适用于论断: UFD是整闭的.
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引理 1.7 (Gauss引理). 设 f(T ) ∈ Z[T ]是首一整系数多项式,则 f(T )在 Q[T ]中不可约当且仅当

在其在 Z[T ]中不可约.

这显然能推出: 若 α ∈ Z̄, α在 Q上的首一极小多项式是整系数的.

证明. 设 f(T )在 Q[T ]可约,记其分解式为 f(T ) = g(T )h(T ), g(T ), h(T ) ∈ Q[T ]且首一我们需

证明 g(T ), h(T ) ∈ Z[T ]. g(T )的根也是 f(T )的根,所以都是代数整数,而 g(T )的各项系数为一

些代数整数的加和乘, 故仍是代数整数, 又 g(T ) ∈ Q[T ]. 根据 Z 在 Q 中整闭得出 g(T ) ∈ Z[T ].

整闭.

下节课中,我们来证明所谓的整基存在性定理:

命题 1.8. 设K 是数域,则 OK 的加法群是秩为 n = [K : Q]的自由 abel群.

2 第二讲 (2021,03,10): 整数环 OK 的性质, Dedekind整环

本节课的目标是证明整基的存在性, 即命题1.8. 在我们回顾一些有限可分扩张的知识后,我

们将其应用到K/Q上,证明将是水到渠成且对计算整基也有一定的启发性.

2.1 回顾有限可分扩张的基本性质

设 L/K 是一般域的有限可分扩张,记 n = [L : K]是扩张次数. 设 K̄ 为 K 的一个代数闭域,

令

HomK(L, K̄) = {σ : L ↪→ K̄ 是域嵌入 : σ|K = id}.

我们有#HomK(L, K̄) = n. 任意的 α ∈ L通过左乘诱导了 L上的线性变换 Aα,即

Aα : L → L, x 7→ αx.

记 α在K 上的极小多项式为 f(T ) = T d + ad−1T
d−1 + · · · a0。由域论知

f(T ) =
∏

σ∈HomK(K(α),K̄)

(T − σ(α)).

易见子域K(α) ⊂ L实际上是Aα的不变子空间,而 f(T )是Aα限制在K(α)上的特征多项

式. 分别记 charL/K(α), TrL/K(α), NL/K(α)为线性变换 Aα的特征多项式,迹,范数,则

charL/K(α) =
∏
σ

(T − σ(α)) = f(T )n/d,

TrL/K(α) :=
∑
σ

σ(α) =
n

d
(−ad−1),

NL/K(α) =
∏
σ

σ(α) = (−1)na
n/d
0 .

在上面的求和与求积号中,σ都跑遍 HomK(L, K̄).

迹 Tr还诱导了 L上的双线性映射:

〈, 〉 : L× L → K, (α, β) 7→ TrL/K(αβ).

这个双线性配对是非退化的,根据线性代数,这等价于说这个双线性配对在一组基（从而在任意

一组基）下的度量矩阵的行列式非零. 下面说明此配对是非退化的.
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若 α1, · · · , αn是 L的一组K-基,则由上面的公式知 TrL/K(αiαj) =
∑

σ σ(αi)σ(αj).由此得

到如下度量矩阵的分解. 记 HomK(L, K̄) = {σ1, · · · , σn},则

(TrL/K(αiαj))i,j = (σi(αj)i,j(σi(αj)i,j)
t. 右上角的t表示矩阵转置.

熟知有限可分扩张为单扩张,即存在 θ ∈ L使 L = K(θ),那么 1, θ, · · · , θn−1为K-线性空间 L的

一组基. 通过计算一个范德蒙德行列式,我们知配对 〈, 〉在这组基下的度量矩阵的行列式等于∏
i ̸=j

(σi(θ)− σj(θ))
2.

由于 L/K 可分,即 θ 的极小多形式没有重根也就是说 σi(θ) 6= σj(θ) (i 6= j 时),故右式不等于 0,

根据线性代数,配对 〈, 〉非退化. 那么由于配对 <,>非退化,对任意一组基 α1, · · · , αn,存在对偶

基 α̌1, · · · , α̌n ∈ L使得

TrL/K(αiα̌j) =

1, 如果i = j

0, 如果i 6= j

注 2.1. (1)实际上,有限扩张 L/K 为可分当且仅当由迹诱导的配对 〈, 〉非退化. 感兴趣的同学请

尝试证明.

(2)当然,如果域K 的特征为 0, (比如 L/K 是数域扩张的情形),非退化性有更简单直接的证

明,因为如果 α 6= 0,取 β = α−1,则 TrL/K(αβ) = [L : K] 6= 0.

若 α1, · · · , αn ∈ L,我们称配对 〈, 〉在这组元素下度量矩阵的判别式称作这组元素的判别式,

记作 dL/K(α1, · · · , αn),即

dL/K(α1, · · · , αn) = |TrL/K(αiαj)i,j |, 也等于|σi(αj)i,j |2.

根据线性代数, α1, · · · , αn是 L作为K-线性空间的一组基当且仅当 dL/K 6= 0.

如下是一个帮助计算判别式的习题:

习题 2.1. 设 L = K(α), f(T ) ∈ K[T ]是 α在 K 上的首一极小多项式,记 f ′(T )为 f(T )的导数.

证明

dL/K(1, α, · · · , αn−1) = (−1)
n(n−1)

2 NL/K(f ′(α)).

2.2 Dedekind整环

现在我们回到数域的情形. 数域的扩张 L/K 是有限可分扩张.

引理 2.2. (1)对每个代数数 α,存在整数 a使得 aα ∈ Z̄. (2)设 L/K 是数域的扩张 (特别的这是有

限扩张),则 TrL/K(OL) ⊂ OK , NL/K(OL) ⊂ OK .

这两个结论的证明留作练习.

命题1.8的证明. 先设 α1, · · · , αn 是 K 作为 Q-线性空间的一组基,根据引理2.2,我们可以要求每

个 αi ∈ OK . 显然 Zα1 + · · · + Zαn 是包含于 OK 的一个秩为 n的自由 Z-模. 令 α̌1, · · · , α̌n 是

在非退化双线性映射K ×K → Q, (x, y) 7→ TrK/Q(xy)下的对偶基. 则存在 a1, · · · , an ∈ Q使得

α = a1α̌1 + · · · anα̌n. 现在用 αk 乘以该式然后用 TrK/Q同时作用两边得

TrK/Q(αkα) = ak.
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由于 αk, α ∈ OK ,我们有 ak ∈ Z. 这就证明了 OK 包含于秩为 n的自由 Z-模 ⊂ Zα̌1 + · · ·Zα̌n.

根据有限生成的 Z-模理论,我们有 OK
∼= Zn.

这个论证过程的关键是迹诱导的配对是非退化的使得我们可以去到一组对偶基, 所以请确

信它证明了下面这样一个稍微一般的结论:

命题 2.3. 设 A是个诺特整环, K 是它的分式域. 设 L/K 是 n次有限可分扩张, B是 A在 L中的

整闭包. 则存在 L的两个秩为 n的自由 A子模M , M ′ 使得M ⊂ O ⊂ M ′. 特别的,根据 A是诺

特,我们知道 O 是有限生成的 A模. (再特别的,若 A是 PID,根据 PID上有限生成模的结论,知

O必定也是秩为 n的自由 A模)

一点花絮: 对任何整环,主理想总是一个秩为 1d自由 R模. 在 Z[
√
−5]中, (2, 1+

√
−5)被包

在两个秩为 1的自由模中间: (2) ⊂ (2, 1 +
√
−5) ⊂ (1),但 (2, 1 +

√
−5)不是自由模.

我们这样就证明了对任何数域 K,存在 α1, · · · , αn 使得 OK = Zα1 ⊕ · · · ⊕ αn. 这样一组元

素称作 OK 也称作是K 的整基.

定义2.4. 设K是数域,设α1, · · · , αn是其一组整基,则这组元素的判别式dK := dK/Q(α1, · · · , αn)

称作数域K 的 (绝对)判别式.

如果换一组整基 β1, · · · , βn, 则其过渡矩阵是一个 Z-系数可逆矩阵 C, 即 (β1, · · · , βn) =

(α1, · · · , αn)C. 那么 dK/Q(β1, · · · , βn) = |C|2dK/Q(α1, · · · , αn). 由于 C 的行列式为 ±1,故我们

判别式的定义不依赖于整基的选取.

总结: 数域 K 的判别式是其整基在双线性配对 (〈x, y〉 = TrK/Q(xy)) 下的度量矩阵的行列

式.

对于数域的整基存在性,请试着用如下思路来给出一个新的证明: 若 α1, · · · , αn ∈ OK 是使

得其判别式在所有的 n元 (代数)整数组里是绝对值最小的那一组,证明这组元素可以生成 OK .

例 2.1. 任何一个二次域 K(二次域指 Q的二次扩张)可写成 Q(
√
d), d ∈ Z, d 6= 0, 1且 d无平方

因子. (为什么?) 我们有

OK =

Z[
√
d] = Z+ Z

√
d 如果d ≡ 2, 3 mod 4

Z[1+
√
d

2 ] = Z+ Z1+
√
d

2 如果d ≡ 1 mod 4.

设 a+b
√
d ∈ K (a, b ∈ Q),则 a+b

√
d ∈ OK当且仅当其迹和范都属于 Z,也就是 2a, a2−b2d ∈ Z.

则 a ∈ Z/2. d无平方因子以及 a2 − b2d ∈ Z给出了 b ∈ Z/2. 且 a ∈ 1
2 + Z当且仅当 b ∈ 1

2 + Z,

而且容易看出这种情况发生当且仅当 d ≡ 1 mod 4.

利用这组整基, 可计算二次域的判别式: 当 d ≡ 1 mod 4 时, dK = d; 当 d ≡ 2, 3 mod 4 时,

dK = 4d.

定义 2.5. R称作是 Dedekind整环,如果 R是诺特,整闭,非零素理想均为极大理想的整环.

习题: 证明 PID是 Dedekind整环. 特别的域上的一元多项式环是 Dedekind整环.

定理 2.6. 设K 是数域,则 OK 是 Dedekind整环.
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证明. (1)诺特性可由整基定理推出. 具体来说,设 I 是 OK 的一个非零理想,取非零元 α ∈ I ,设

f(T ) = T d + ad−1T
d−1 + · · · a0 ∈ Z[T ]是 α的极小多项式,则 a0 6= 0. 另一方面因为 f(α) = 0,

且 I 是理想知道 a0 ∈ p ∩ Z. 特别的 a0OK ⊂ I . 故理想 I 也是秩为 [K : Q]的自由 Z-模,那么自

动是有限生成的 OK-模.

(2) 整闭可由整的传递性推出. 具体来说, 首先根据引理2.2知 K 确实是 OK 的分式域. 设

α ∈ K 在 OK 上整,则因为 OK/Z整,知 α在 Z上整,知 α ∈ OK .

(3)非零素理想为极大可由整基定理推出. 设 p是 OK 的非零素理想,则 p∩Z是 Z的一个素

理想, 由 (1)的讨论知这是个非零素理想, 故而是 Z的一个极大理想 pZ. 因为 OK/Z整, 这会给

出 OK/p在 Z/pZ上整,但 Z/pZ是域,所以 OK/p是 Z/pZ添加代数元得到,故而也是域. 这就

说明了 p是 OK 的极大理想. (实际上,因为整基的存在性知 OK 可由 Z添加有限个元素得到,故

OK/p也可由 Z/pZ添加有限个元素得到,所以 OK/p是有限域. 当然这也能从 pOK ⊂ p ⊂ OK

看出 OK/p是有限域,其大小不超过 pn = [OK : pOK ], n = [K : Q].

注 2.7. 请确信上面的论证过程实际证明了这样稍微一般的结论:

设 A是诺特整环且其每个非零素理想都是极大理想, K 是 A的分式域. 设 L/K 是 n次有限

可分扩张, O是 A在 L中的整闭包. 则 O是 Dedekind整环.

我们知道 Z[
√
−5]是 Q(

√
−5)的整数环,前面看到过它不是 PID,所以它是一个 Dedekind整

环但不是 PID的例子. 对我们而言,最重要的是 Dedekind整环的如下性质: (历史上,是 Dedekind

引入了理想的概念,并对数域的整数环证明了这条性质)

定理 2.8. [理想唯一分解定理]设R是 Dedekind整环,则R的每个非零理想都可唯一分解成素理

想的乘积.

定义 2.9. 设 R是一个诺特整环,其分式域记为 K. 我们称 I ⊂ K 是一个 R的分式理想,如果 I

是有限生成的 R-模;对两个分式理想 I, J 我们 (像通常理想那样去)定义它们的加法和乘法:

I + J = {a+ b : a ∈ I, b ∈ J} IJ = 由{ab : a ∈ I, b ∈ J}生成的R模.

非零分式理想 I 的逆定义为

I−1 := {α ∈ K : αI ⊂ R}.

(I−1也是分式理想,留作练习),若 II−1 = R,我们称 I 可逆.

分式理想 I 可逆等价于存在分式理想 J 使得 IJ = R. (练习:证明这句话.)

首先注意到我们要求分式理想作为R模是有限生成的,比如R = Z时,所有的分式理想都形

如 a
bZ注意:我课堂这有笔误,写成了 1

dZ, d ∈ Z,而诸如 Q,Z[1/2]等虽然也是 Z模,但它们不是

有限生成的,故不是 R的分式理想.

再者,如果分式理想 I ⊂ R,那么 I 就是我们通常意义下 R的理想. 所以分式理想这个概念

推广了理想,其上的加和乘也推广了通常理想的运算. 经过一点计算便知 (留作练习), I 是分式理

想当且仅当存在 α ∈ R使得 αI是R的理想. 换句话说,每个分式理想都形如 I
α = {β/α : β ∈ I},

其中 I ⊂ R是 R的理想,α ∈ R. (根据这条性质, "分式理想"这个名字便很形象了). 为避免歧义

或为了强调,我们有时将 R通常的理想称作整理想.)
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再谈谈可逆理想, 第一个重要的观察是所有可逆理想构成群, 单位理想 R = (1) 是这个群

的单位元. 第二个观察是非零主分式理想总是可逆的, 所有非零主理想作成所有可逆理想的一

个子群. 如下给出个不可逆理想的例子, 这将说明对一般的诺特整环, 其所有非零分式理想一般

来说不作成群. 考虑 R = Z[
√
−3]. (观察到此环不是 PID 的一个角度是其不整闭, 其整闭包

是 Z[1+
√
−3

2 ], 故其不是 UFD (因为 UFD 是整闭的, 见第一讲), 也就不是 PID. 考虑其上的理想

m = (2, 1 +
√
−3), 它是个极大理想. 计算得 m2 = (2)m. 若 I 可逆, 我们两边同乘 m−1, 会得到

I = (2)是个矛盾,所以 I 不是可逆的. 事实上,通过直接计算能得出 mm−1 = m. 这些计算留作

练习.

再回到 Dedekind整环.

定理 2.10. [理想可逆定理]设 R是 Dedekind整环,则 R的每个非零分式理想都是可逆的.

此定理的第一个重要推论是

推论 (分式理想群的定义). Dedekind整环的所有非零分式理想在乘法下作成群,称这个群为此环

的分式理想群.

这也是引入分式理想的一大好处, 如果不引入, 只能说所有的非零分式理想作成幺半群, 且

对非零理想 I ⊂ R,存在理想 J ⊂ R使得 IJ 是主理想. 定理2.10的另一推论是,在 Dedekind整环

的理想里,像整数环 Z的理想那样,有所谓的"包含即整除":

推论 (包含即整除). 设 R 是 Dedekind整环, I, J 是非零分式理想. 则 I ⊂ J 当且仅当存在 R 的

(整)理想 T ⊂ R使得 I = JT (后半句简单来说就是 J 整除 I ,记作 J | I).

证明. 若 I = JT ,则 I ⊂ JR = J . 反过来,若 I ⊂ J ,显然有 T := IJ−1 ⊂ R和 I = TJ .

利用定理2.10还可轻松愉快的推出 Dedekind整环的理想唯一分解性,即定理2.8. 反过来,用

唯一分解性定理也能推出每个理想可逆.

定理2.10推定理2.8. 回忆环 R是诺特的一个等价刻画是: 任意非空的理想集合都存在极大元.

存在性: 反证,如果存在非零理想 I 不能写成素理想的乘积,根据诺特性,我们可以不妨设 I

是拥有这个性质的极大的那个理想. 首先 I 是包含在某个极大理想 p里. 根据上面的"包含即整

除"性质, p | I . 所以 Ip−1 ⊂ R也是整理想. 注意到 I ⊂ Ip−1 且它们是不相等的理想. 因为如果

相等,利用 I 是可逆的,我们就得到 p−1 = R,但显然 pR = p 6= R. 那么 Ip−1 就可以写成素理想

的乘积了. 两边同时乘以 p,就推出 I 也能写成素理想的乘积,矛盾.

唯一性: 设 p1 · · · pr = q1 · · · qs,其中 pi, qj 都是非零素理想. 则 p1 ⊃ q1 · · · qs,根据素理想的
定义容易推出 pi 包含某个 qj . 但 Dedekind整环中非零素理想都是极大理想,故 p1 = qj . 然后两

边同时乘以 p−1
1 ,再重复这个论证即可.

现在我们来证关键的定理2.10. 先准备如下重要引理.

引理 2.11. 设 R是诺特环, I ⊂ R是理想. 则 I 包含有限个非零素理想的乘积. 我课堂上好像忘

记说非零了
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证明. 反证法: 假设不满足结论的理想的集合非空. 根据诺特性, 我们取出这个集合中的极大元

I . 则 I 显然不是素理想,那么存在 a, b /∈ R使得 ab ∈ I . 特别的 I + (a), I + (b)都是真包含 I 的

理想,所以它们各自都包含有限个素理想的乘积,特别的,它们的乘积 (I + (a))(I + (b))也是. 但

它们的乘积等于 I ,矛盾.

引理 2.12. 设 R 是诺特整环, 且其所有非零素理想都是极大理想. 则对任意理想 I ⊂ R, 有

I−1 ⊋ R.

证明. 熟知存在极大理想 p使得 I ⊂ p,则 I−1 ⊃ p−1. 故我们只需证明 p−1 ⊋ R. 现取 0 6= a ∈ p.

根据引理2.11,存在 r个非零素理想 p1, · · · , pr 使得

p1p2 · · · pr ⊂ (a)

我们设 r是极小的. 于是,我们有

p1p2 · · · pr ⊂ p.

但 p是素理想,我们知道 p包含某个 pi,不妨设 i = 1. 即 p ⊃ p1,又 R中的非零素理想都是极大

理想,所以 p = p1. 另一方面,由 r的极小性,

p2 · · · pr 6⊂ (a).

所以存在 b ∈ p2 · · · pr 但 b /∈ (a). 则 b
a /∈ R,而且

b

a
p =

b

a
p1 ⊂ (

1

a
)p1p2 · · · pr ⊂ (

1

a
)(a) = R,

也就是说 b
a ∈ p−1. 这就证明了 p−1 ⊋ R.

引理2.12的例子和"非例子": 例如 R = Z[
√
−3]就是满足引理条件的环,但它不整闭,所以

不是 Dedekind. 若有兴趣,可动手验算一下下面这个 R分式理想的等式

(2, 1 +
√
−3)−1 = (1,

1 +
√
−3

2
) ⊋ R.

以及 (2, 1 +
√
−3)不可逆. 这里 (a, b)指由 a, b生成的在 R分式域 Q(

√
−3)中的子模,故

它是个分式理想.

另外,若 k是域,则二元多项式环 R = k[T1, T2]是诺特,整闭,但它存在不是极大理想的非

零素理想,试着去说明 (x, y)−1 = R.

定理2.10的证明. 先对非零素理想,也就是极大理想 p来证明它可逆. 显然我们有 p ⊂ pp−1 ⊂ R.

由于 p 是极大理想, pp−1 要么是 R 要么是 p. 反证: 假设 pp−1 = p. 具体来说, 设 α1, · · · , αn

是 p 的一组生成元, 取 α ∈ p−1, 则存在 R 系数的矩阵 A 使得 α(α1, · · · , αn)A, 因此 (αIn −
A)(α1, · · · , αn). 因为 α1, · · · , αn 不全为 0,根据线性代数行列式 |αIn − A| = 0,所以 α在 R上

整, 根据 R 的整闭性知 α ∈ R. 这就说明了 p−1 ⊂ R, 即 p−1 = R. 另一方面根据引理2.12知,

p−1 ⊋ R,得到矛盾. 这就说明了 pp−1 6= p,故 pp−1 = R.

现在对任意的 (整)理想 I ⊂ R来证明其可逆. 根据引理2.11知, I 包含有限个素理想的乘积.

我们归纳的证明包含 r 个素理想乘积的理想都可逆. 根据上一段的论证, r = 1 时成立. 假设对
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r − 1成立. 现在设 I 6= (1)是包含 r非零素理想 p1, · · · , pr 的乘积的一个理想. 取 p极大, I ⊂ p.

于是我们有

p1 · · · pr ⊂ I ⊂ p.

由于 p是素理想,知道 p包含某个 pi ,不妨设 i = 1. 这时两边同时乘以 p−1,由 p可逆,得到

p2 · · · pr ⊂ Ip−1 ⊂ pp−1 = (1).

根据归纳法 J := Ip−1可逆,因为 J 包含 r − 1个素理想的乘积. 于是 I = Jp,以及 IJ−1p = (1).

这就说明了 I 可逆.

最后如果 I = J/(α)是个分式理想,其中 J ⊂ R是 (整)理想, α ∈ R,利用 J 可逆以,显然我

们有 IαJ−1 = (1). 故 I 可逆.

3 第三讲: 理想类群的定义,理想的 (绝对)范,数域的无穷素位

显然, Dedekind整环的理想唯一分解性可重新叙述为:

定理 3.1. 设 R是 Dedekind整环,则其非零分式理想群是由 R的所有非零素理想自由生成的 abel

群:

⊕0 ̸=p素p
Z.

引理 3.2. 设 R是 Dedekind整环, K 是其分式域. (1)vp(I + J) = min{vp(I), vp(J)}; vp(I ∩ J) =

max{vp(I), vp(J)}. (即"加"是"最大公因子", "交"是"最小公倍数理想")

(2)若 α, β ∈ K×, vp(α+ β) ≥ min{vp(α), vp(β)};且 vp(α) 6= vp(β)时,成立等号.

证明. 见习题.

定理 3.3 (中国剩余定理). 设 R是 Dedekind整环, I ⊂ R是理想. 设 I =
∏

1≤i≤g p
ei 是其素理想

分解. 则

R/I ∼=
∏

1≤i≤g

R/pei .

证明. 见习题.

命题 3.4. 设 R是 Dedekind整环. 设 p ⊂ R是非零素理想. 则作为 R-模,对 n ∈ Z有 pn/pn+1 ∼=
R/p. (也就是说, pn/pn+1是一维的 R/p线性空间.)

证明. 首先注意到 pn/pn+1 ∼= R/p是自然的 R/p-线性空间. 由 Dedekind整环的理想唯一分解性

知 pn 6= pn+1,取 α ∈ pn \ pn+1. α mod pn+1 ∈ pn/pn+1 生成的子空间是 ((α) + pn+1)/pn+1. 根

据引理3.2, (α) + pn+1) = pn,即 pn/pn+1 是由 α mod pn+1 生成的一维 R/p-线性空间,故同构于

R/p.

证明了任何Dedekind整环的理想都可以唯一的写成素理想的乘积了. 先把定理用在OQ(
√
−5) =

Z[
√
−5]的情形试试吧. 在 Z[

√
−5]中,验算下面几个素理想分解:

(2) = (2, 1 +
√
−5)2, (5) = (

√
−5)2
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(3) = (3, 1 +
√
−5)(3, 1−

√
−5)

(2−
√
−5) = (3, 1 +

√
−5)2, (2 +

√
−5) = (3, 1−

√
−5)2.

下面的定义刻画了 Dedekind整环中的理想与主理想的距离.

定义 3.5. 设 R是 Dedekind整环, K 是其分式域. R(或 K)的理想类群定义为 R的非零分式理想

群商其非零主分式理想子群所得的商群.

如果K 是 R的分式域,通常还会将 R的非零分式理想群也称作是K 的非零分式理想群,记

作 IK . 我们有自然同态 i : K× → IK , a 7→ (a),这个同态的像就是 R的非零主分式理想群, i的

核易见是 R的单位群 R×. 也就是说有群的正合列:

1 → R× → K× → IK → ClK → 1.

我们现在知道 IK 是个以R的所有非零素理想为基的自由 abel群 (也就是说是个相对好理解、简

单的群),但人们往往对K×这个群更感兴趣,那么映射 i的核与余核就对了解K×有着重要的意

义了. 接下来,我们就回到数域的整数环这类特殊的 Dedekind整环,对它们的单位群与其理想类

群的描述是本课程第一阶段最重要的定理.

4 第三讲: 从无穷远处看数域,理想类群与单位群

所谓登高望远,今天我们就从"无穷远处"来看数域K. 若域嵌入 σ : K ↪→ C的像 σ(K) ⊂ R,

称 σ 是实嵌入,实嵌入的个数记为 r1. 若 σ(K) 6⊂ R,称 σ 是复嵌入. 注意到如果 τ 是复嵌入,则

它和复共轭 C → C的复合 τ̄ 又是一个新的复嵌入, 所以复共轭是成对出现的, K 的复嵌入对数

记为 r2对. 所以

[K : Q] = r1 + 2r2.

(若数域 K = Q(α),设 f(T )是 α在 Q上的极小多项式. 则 r1 是 f(T )的实根的个数, r2 是 f(T )

复根 (非实根)的对数.)

在本节中, 我们固定 r2 个互不 (复)共轭的复嵌入 τ1, · · · , τr2 , 与 r1 个实嵌入 ρ1, · · · , ρr1 作
成集合 S∞:

S∞ = {ρ1, · · · , ρr1 , τ1, · · · , τr2}.

对任意 σ ∈ S∞,令Kσ = σ(K)在C中的 (拓扑)闭包,也就是说 (请自行验证下面式子)

Kσ =

R, 如果σ是实嵌入

C, 如果σ是复嵌入.

记

K∞ =
∏

σ∈S∞

Kσ = Rr1 × Cr2 . (4.1)
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定义 4.1. 我们对每个 σ ∈ S∞,定义绝对值 | · |σ : Kσ → R≥0如下:

|x|σ =

|x| 如果Kσ = R;

xx̄ 如果Kσ = C.

定义K∞上的绝对值 | · |∞ : K∞ → R≥0:

|.|∞ : (xσ)σ∈S∞ 7→
∏

σ∈S∞

|xσ|σ.

现在考虑嵌入:

K ↪→ K∞, x 7→ (σ(x))σ∈S∞ .

K∞作为 R-代数,其上的任何元素通过左乘给出了K∞上的线性变换,因而我们可以定义范映射

NR与迹映射. 验证有如下交换图 (练习):
K K∞

Q R R≥0

N=NK/Q NR
|·|∞

|·|

后面要进行一些体积计算,所以我们先约定测度的取法. 通过映射 z 7→ (Re(z), Im(z))固定

C与 R2的同构, R2上通常的 Lebesuge测度就给出了 C的测度,例如

µ({z ∈ C|0 ≤ Re(z) < 1, 0 ≤ Im(z) < 1}) = 1.

我们在K∞上取乘积测度. 最后给出K∞的一组基: 对 σ ∈ S∞,考虑

(0, · · · , 0, 1
σ
, 0, · · · , 0) σ ∈ S∞, (0, · · · , 0, i

σ
, 0, · · · , 0), 当σ复. (4.2)

这 n个元素显然是 K∞ 一组基. 它们生成的格的基本区域的测度是 1,格与基本区域的定义见下

节.

5 第四讲,类群有限

引理 5.1 (格的定义). 设 Γ是 n-维实线性空间 V 的子集. 则下面的 (1)与 (2)等价, (i)与 (ii)等价.

若满足 (1)或 (2),称 Γ是 V 的格,若满足 (i)或 (ii),称 Γ是 V 的满格或完全格.

(1)Γ是 V 的离散子群;

(2)存在线性无关的向量 α1, · · · , αk 使得 Γ = Zα1 + · · ·Zαk.

(i) Γ是 V 的离散子群且 V/Γ紧;

(ii)存在线性无关的向量 α1, · · · , αn使得 Γ = Zα1 + · · ·Zαn.

注 5.2. 若 Γ = Zα1 + · · ·Zαn 是满格,称 F := {
∑

aiαi|0 ≤ ai < 1}是 Γ的一个基本区域. 对任

意 v ∈ V , 存在唯一的元素 v0 ∈ F 使 v − v0 ∈ Γ. 记 µ 是 V 上的 Lebesgue 测度. 尽管基本区

域依赖于 Γ的一组 Z-基的选取,但其测度是不变的,我们把这个测度 (也称作是 Γ的体积),记作

vol(Γ) := µ(F).

证明. 见习题.
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定理 5.3 (Minkowski). 设 X 是 n维实线性空间 V 中可测集, Γ是 V 的一个满格.

(1)若 µ(X) > vol(X),存在 x1, x2 ∈ X 使得 0 6= x1 − x2 ∈ Γ;

(2)设 X 是对称的凸集. 若 µ(X) > 2nvol(Γ),存在 0 6= x ∈ X ∩ Γ;

(3)设 X 是对称的凸闭集. 若 µ(X) ≥ 2nvol(Γ),存在 0 6= x ∈ X ∩ Γ.

证明. (1)令 F 是 Γ的一个基本区域. 则 V 可以写成无交并

V =
∪
γ∈Γ

γ + F .

从而,

µ(X) =
∑
γ∈Γ

µ(X ∩ (−γ + F)) =
∑
γ∈Γ

µ((γ +X) ∩ F).

如果 (1) 不成立, (γ + X) ∩ F , (γ ∈ Γ) 是两两不交的 F 的子集. 则上式右端小于等于 µ(F), 即

vol(Γ). 这与条件矛盾.

(2)由条件知 µ(X/2) > vol(Γ). 根据 (1),我们可以取 x1, x2 ∈ X/2使得 0 6= x1−x2
2 ∈ Γ. 又因

为 X 是对称凸集,我们有 x1−x2
2 ∈ X .

(3)令Xn = (1+ 1
n)X ,则根据 (2),存在 0 6= xn ∈ Xn∩Γ. 由X是闭知存在 0 6= x ∈ X∩Γ.

引理 5.4 (微积分习题,留作练习). 对 t ≥ 0,令

Xt = {(xσ)σ∈S∞ ∈ K∞ :
∑
σ实

|xσ|σ +
∑
σ复

2
√

|xσ|σ ≤ t}.

(课堂上,我将 Xt写成了如下,两者是一回事 )

Xt = {(x1, · · · , xr1 , z1, · · · , zr2) ∈ Rr1×Cr2 : |x1|+· · ·+|xr1 |+2|z1|+· · ·+2|zr2 | ≤ t (这个式子里|z| =
√
zz̄).

则 µ(X) = 2r1(π2 )
r2( t

n

n! ).

下面我们将K 与它在嵌入K ↪→ K∞下的像做等同. 数域的整数环有如下重要性质:

命题 5.5. (1) OK 在K∞中离散且K∞/OK 紧. (也就是说, OK 是K∞的一个满格.)

(2) OK 的基本区域的测度是 2−r2
√

|dK |.

证明. 设α1, · · · , αn是OK的一组整基,见命题1.8. 则在K∞中,αi = (σ(αi))σ∈S∞ . 则α1, · · · , αn

在K∞的标准基(4.2)下的矩阵 A可逆,经过初等变换可看出, A的行列式

|A| = 2−r2 |(σ(αj))|σ∈Hom(K,C),1≤j≤n = 2−r2
√

|dK |.

这里我们回忆 dK 是域K 的判别式,它是个非零的整数. 这就推出了 α1, · · · , αn是一组线性无关

的向量,从而 OK 是格,且它的基本区域的测度是 2−r2dK .

如上的证明中我们用到了整基的存在性结论, 我们还可以反过来利用代数整数的特性首先

推出 OK 是满格, 从而给出了整基存在性的又一证明, 这也算是从" 无穷远处" 看 K 的一个" 风

景"了. 细节如下:

整基存在性即命题1.8另证. 首先来证明 OK 是 K∞ 的离散子群. 这只需说明对任意 M > 0, 球

B(0,M) = {(xσ)σ ∈ K∞ : |x|σ < M 对每个σ ∈ S∞}与 OK 的交集是有限的. 设 α属于它俩的

交,考虑 α在 Q上首一极小多项式

f(T ) := T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a0.
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对 σ ∈ S∞,每个 σ(α)都是 f(T )的根. 那么由根与系数的关系知 f(T )的系数 ad−1, · · · , a0 都只
有有限种取法. 另一方面,因为 α ∈ K,所以 d小于等于数域K的次数 n. 故只有有限个多项式使

得 α以它为极小多项式. 这就证明了 OK ∩ B(0,M)是有限的,从而 OK 在 K∞ 中离散. 根据引

理5.1, OK 作为 abel群是自由群且秩小于等于 n.

另一方面,若 α1, · · · , αn 是 K 的一组 Q-线性空间的基,熟知乘以这组元素一个适当的整数

会使它们都属于 OK . 由此知 OK 包含一个秩 n的自由 abel群. 由上段的结论知 OK
∼= Zn. 这就

证明了整基的存在性.

定义 5.6 (理想的 (绝对)范). 设K 是数域, a ⊂ OK 是整理想. 定义理想 a的 (绝对)范:

N(a) := [OK : a].

若 α1, · · · , αn 是 OK 的一组整基, β1, · · · , βn 是 a 的一组 Z-基, 设 C ∈ Mn×n(Z) 使得

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)C. 则根据有限生成 abel群理论知

N(a) = | detC|, dK(β1, · · · , βn) = (detC)2dK .

显然 a也是K∞的满格. 而且命题5.5的论证过程结合有限生成 abel群的结论证明了

vol(a) = 2−r2N(a)
√

|dK |. (5.1)

引理 5.7. (1)设 a, b是两个整理想. 则N(ab) = N(a)N(b).

(2)若 0 6= α ∈ OK ,我们有 |N(α)| = |N(α)|.

证明. 根据中国剩余定理与命题3.4立得 (1).

(2)可由有限生成 abel群的理论推出.

上面只能算牛刀小试, " 从无穷远处看到的真正风景" 是如下定理以及后面要讲的 Dirichlet

单位定理:

定理 5.8. 设K 是数域. 则K 的 (理想)类群 ClK 有限.

下次的目标是通过证明如下重要结论来证明类群有限.

定理 5.9. 令MK = n!
nn (

4
π )

r2
√

|dK |. 则对每个非零理想 a ⊂ OK ,存在 0 6= α ∈ a使得

|N(α)| ≤ MKN(a).

证明. 我们知道 vol(a) = 2−r2
√
|dK |N(a). 令 X 如同引理5.4中, 取 t 使得 µ(X) = 2nvol(a), 即

tn = 2n
N(a)

√
|dK |

2r1 (2π)r2 n!. 根据Minkowski定理,存在 0 6= α ∈ a ∩X 使

|N(α)| =
∏

σ∈S∞

|σ(α)|σ ≤

(∑
σ实 |σ(α)|σ +

∑
σ复 2

√
|σ(α)|σ

n

)n

≤ tn

nn
≤ MKN(a).

我们来看如何用此定理证明类群有限.

引理 5.10. 给定任意的整数 d ≥ 1,范小于等于 d的 (OK-)整理想只有有限个.
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证明. 若整理想 a的范是 d,则 d ∈ a,因为 d ∗ 1 ⊂ dOK ⊂ a. 根据环同态基本定理,包含 (d)的

OK 理想一一对应于商环OK/(d)的理想,而由整基定理知OK/(d) ∼= (Z/dZ)n是有限环,从而只

有有限个理想.

另证: 若整理想 a的范是 d,则 d ∈ a,因为OK 是 Dedekind整环,利用"包含即整除"性质,知

作为理想 a | (d),由理想唯一分解定理知 a只有有限种取法.

定理5.8的证明. 任取K 的一个理想类 C ∈ ClK ,我们可以取一个整理想 a代表. 根据定理8,存在

0 6= α ∈ a使得 N(α) ≤ MKN(a). 则 (α)a−1 是整理想属于理想类 C−1,且 N(αa−1) ≤ MK . 这

就证明了在每个理想类中,可以取到一个整理想代表元使其范小于等于MK ,因为当 C跑遍 ClK

时, C−1也跑遍.

类群方面的历史 (冯克勤 <代数数论,科学出版社 2000>102页) Kummer研究 Fermat大定理

即 xp + yp = zp (p素数),提出理想数的概念,他实际证明了 Q(ζp)理想类群是有限的. 并证明了

若 p ∤ hQ(ζp),则 Fermat大定理正确. Dedekind后来定义了一般的代数整数环以及理想,并证明了

理想的唯一分解性,然后定义了理想类群并证明它是有限的. 我们再讲讲 Dedekind的证明:

Dedekind关于定理5.8的证明. 令 α1, · · · , αn是 OK 的一组整基. 令

D =
∏

σ∈S∞

|
n∑

i=1

σ(αi)|σ.

我们现在来证明对每个 OK 的非零整理想 a,都存在 0 6= α ∈ a使得 |N(α)| ≤ DN(a). 给定

a,取整数 N ≥ 1使得 Nn ≤ N(a) < (N + 1)n. 考虑有限集合

A = {
n∑

i=1

riαi : ri ∈ Z, 0 ≤ ri ≤ N}.

因为 A有 (N + 1)n 个元素,所以存在两个不同的 β, β′ ∈ A使得 β ≡ β′ mod a. 记 α = β − β′ =∑n
i=1 aiαi. 则 0 6= α ∈ a,以及 |ai| ≤ N . 那么

|N(α)| =
∏

σ∈S∞

|σ(α)|σ =
∏

σ∈S∞

|
n∑

i=1

aiσ(αi)|σ ≤ Nn
∏

σ∈S∞

|
n∑

i=1

σ(αi)|σ ≤ DN(a).

接下来,就可以按照定理5.8的证明的讨论来得出类群的有限性了.

Dedekind证明非常简短,但Minkowski的界MK 在实际计算时更为方便. 现在我们可以完成

第一节课留下的关于 Z(
√
−5)的断言了: 任何 Z[

√
−5]的理想的平方都是主理想.

例 5.1. K = Q(
√
−5), 则 r2 = 1, dK = −20. 故 MK = 2

π

√
20 < 3. 范等于 2 整理想只有一个

(2, 1 +
√
−5). 细节: 若N(a) = 2,则 OK/a ∼= F2知 a是极大理想. 由于 (2) ⊂ a,根据环同态基本

定理, a对应 OK/2OK 的极大理想.

OK/2OK
∼= Z[T ]/(2, T 2 + 5) ∼= F2[T ]/((T + 1)2).

F2[T ]/((T + 1)2)唯一的极大理想是由 (T + 1)生成,对应回去就是 (2, 1 +
√
−5). 范是 1的整理

想是 (1). 由于 (2, 1 +
√
−5)不是主理想. 这推出了 ClK ∼= Z/2Z. 故任何理想的平方都是主理想.

现在我们利用这一点来证明 y2 + 5 = x3 没有 Z-解. 反证法: 设 x, y 是一组 Z-解. 则 5 ∤ xy.

模 8知 2 | x, 2 ‖ y. 在 OK 中,

(y +
√
−5)(y −

√
−5) = x3.
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注意到 (y +
√
−5)与 (y −

√
−5)互素 (即,它们在 Z[

√
−5]中生成单位理想),这是因为 x, y 显然

是两个互素的整数以及 2 ∤ x,故 (1) = (2y, x3) ⊂ (y+
√
−5, y−

√
−5). 根据理想唯一分解定理知

存在理想 a ⊂ OK 使

(y +
√
−5) = a3.

由于 ClK ∼= Z/2Z, 推出 a本身是主理想, 设其生成元是 a + b
√
−5 (a, b ∈ Z). 由于 Z[

√
−5]× =

{±1},我们有

y +
√
−5 = ±(a+ b

√
−5)3.

比较
√
−5的系数得矛盾.

6 第五讲: Dirichlet单位定理

对数域 K,记 µ(K) = {x ∈ K× : 存在n ∈ Z使xn = 1}. 注意到 µ(K)就是 O×
K 的扭子群,

我们称它为K 的单位根群. 本节课的目标是证明 Dirichlet单位定理,定理6.3

与前面一样,我们会等同K 与它在嵌入K ↪→ K∞ =
∏

σ∈S∞
Kσ = Rr1 × Cr2 下的像.

引理 6.1. 设 u ∈ OK . (1) u ∈ O×
K 当且仅当 N(u) = ±1当且仅当 |u|∞ = 1.

| · |∞的定义在第三讲开始.

(2)设 u ∈ OK , u ∈ µ(K)当且仅当 |σ(u)|σ = 1对每个 σ ∈ S∞.

(3) µ(K)是有限循环群.

证明. (1) 若 u 是单位, 则 N(u) 与 N(u−1) = N(u)−1 都属于 Z, 则 N(u) ∈ Z× = {±1}. 若

N(u) = ±1,设 u在 Q上的极小多项式 T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a0,显然 a0 属于 (u). 则由范的基

本性质知

N(u) = ±(a0)
n
d .

推出 a0 = ±1,这推出 (u) = (1),即 u是单位.

"反过来的方向"另证: ±1/u = N(u)/u是一些 σ(u)的乘积, σ ∈ Hom(K,C). 它们显然都是

代数整数,故 ±1/u ∈ Z ∩K = OK ,推出 u是单位.

(1)另另证: 由于 u ∈ OK , (u)是整理想. 则 u是单位当且仅当 (u) = (1)当且仅当N((u)) = 1

当且仅当 N(u) = ±1. 最后一步用到了理想范的性质,见引理5.7.

(2)若 u ∈ µ(K),对每个 σ ∈ S∞,显然 |σ(u)|σ = 1. 反过来,若对每个 σ ∈ S∞有 |σ(u)|σ = 1,

由 (1) 知 u ∈ O×
K . 记 〈u〉 为 u 生成的子群. 在嵌入 K → K∞ 下, 〈u〉 中的元素都落在 K∞

的紧子集 {(zσ)σ : |zσ|σ = 1} = {±1}r1 × (S1)r2 上. 根据命题5.5, OK 在 K∞ 中离散, 从而

〈u ⊂ OK ∩ {±1}r1 × (S1)r2 是有限集. 这就推出了 u ∈ µ(K).

(3)刚才说明了 µ(K) ⊂ OK ∩ {±1}r1 × (S1)r2 ,由 OK 在 K∞ 中离散知 µ(K)有限. 熟知域

的有限乘法子群均为循环群,证毕.

记 log : R>0 → R为通常的对数映射. 定义映射

ι : K×
∞ → Rr1+r2 , (xσ)σ 7→ log |xσ|σ.
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回忆如果 σ是复嵌入, | · |σ 是通常模长的平方,等于我课堂上的 | · |C. 记

K1
∞ = {x = (xσ)σ ∈ K×

∞ : |x|∞ = 1};

{±1}r1 × (S1)r2 = {(xσ)σ∈S∞ ∈ K1
∞ : |xσ|σ = 1, σ ∈ S∞};

(Rr1+r2)0 = {(x1, · · · , xr1+r2) ∈ Rr1+r2 :

r1+r2∑
i=1

xi = 0}.

根据 ι的定义以及引理6.1,我们有如下交换图且其中每行正合,竖箭头为嵌入映射:

1 µ(K) O×
K ι(O×

K) 1

1 {±1}r1 × S1r2 K1
∞ (Rr1+r2)0 1.

ι

ι
(6.1)

定理 6.2 (Dirichlet单位定理 (拓扑描述)). 设K 是数域,我们有

(1) O×
K 在K1

∞中离散且K1
∞/O×

K 紧.

(2) ι(O×
K)在 (Rr1+r2)0中离散且 (Rr1+r2)0/ι(O×

K)紧.

由上述定理的 (2) 知 ι(O×
K) 是 (Rr1+r2)0 的满格. 特别地, ι(O×

K) ∼= Zr1+r2−1. 根据正合

列(6.1)的第一行以及引理6.1(3)我们得出:

定理 6.3 (Dirichlet单位定理). 设K 是数域,记 w = #µ(K). 我们有

O×
K

∼= Zr1+r2−1 × Z/wZ.

定理6.2的证明仍旧是使用Minkowski定理.

定理6.2的证明. (1)中的离散性. 根据命题5.5, OK 在K∞中离散. 特别的, O×
K 在K1

∞中离散.

(2)中的离散性. 设M ⊂ (Rr1+r2)0 是有界集,显然 #ι(O×
K) ∩M ≤ #O×

K ∩ ι−1(M). 注意到

ι−1(M)也是有界集. 故 ι−1(M)∩O×
K有限,这就证明了 ι(O×

K)∩M 有限,从而 ι(O×
K)在 (Rr1+r2)0

中离散.

注意: 离散性已经说明了 ι(O×
K) ∼= Zk, k ≤ r1 + r2 − 1.

(1)中的余紧性. (这一条是整个定理的关键,这推出了上式中的 r = r1 + r2 − 1.)

取X ⊂ K∞是紧、对称、凸、可测、且µ(X) ≥ 2nvol(OK). 由紧 (即有界闭)性知,存在C使得

对任意 x ∈ X有 |x|∞ ≤ C. 设范小于等于C的所有OK的非零整理想为 (β1), · · · , (βt),这样的理
想只有有限个是因为范小于等于 C 的整理想的个数也是有限的,见引理5.7. 任取 z ∈ K1

∞,则Xz

也是对称、凸、可测、有界且 µ(Xz−1) = µ(X). 用Minkowski定理知存在 0 6= γ ∈ OK ∩Xz−1.

则 |N(γ)| = N((γ)) ≤ N , 故 (γ) 是某个 (βi), 则存在 u ∈ O×
K 使得 γ = u−1βi. 这就推出了

u−1βi ∈ Xz−1,也就是说 z ∈ Xβ−1
i u. 令

X ′ = ∪t
i=1Xβ−1

i ∩K1
∞.

则我们证明了自然映射 X ′ → K1
∞/O×

K 是满射. 由于 X 紧, X ′ 也紧,而这个映射连续,我们知道

K1
∞/O×

K 紧,因为紧集的连续像紧.
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(2)中的余紧性. 这其实是上面一条的推论: 首先看出 (由蛇形引理)交换图6.1诱导了下面的

正合列,且其中每个箭头都是连续映射:

1 → ({±1}r1 × S1r2)/µ(K) → K1
∞/O×

K → (Rr1+r2)0/ι(O×
K) → 1. (6.2)

我们证明了中间一项是紧的,从而它的像也是紧的,证毕.

定义 6.4. 上面证明了 ι(O×
F ) 是 (Rr1+r2)0 的满格. ι(O×

F ) 与单位向量 ( 1√
r1+r2

, · · · , 1√
r1+r2

) ∈
Rr1+r2 正交,所以它们生成 Rr1+r2 的一个满格. 定义K 的规范子 RK 为 1√

r1+r2
乘以这个满格的

体积.
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在正合列(6.2)中, 如果能证明第三项是紧的, 那么由下面拓扑群的一般结论知中间一项也

紧. 下面我们对于(6.2)中第三项紧给一个"稍微不同"的证明. 取 c = (cσ)σ ∈ S∞ (cσ > 0),

满足

X0 = {(xσ)σ∈S∞ ∈ K∞ : |xσ|σ ≤ cσ} = 2nvol(OK).

我们有 µ(X0) =
∏

σ实(2cσ)
∏

σ复(πcσ) = 2nvol(OK),以及对任意 x ∈ X ,

|x|∞ ≤
∏

σ∈S∞

cσ =
2nvol(OK)

2r1πr2 =: C
. (6.3)

那么根据Minkowski定理,存在 0 6= α0 ∈ OK ∩X0且

|N(α0)| = |α0|∞ ≤ C

现在对某个固定的 σ0 ∈ S∞,我们定义

X1 = {(xσ)σ∈S∞ ∈ K∞ : 当σ 6= σ0时, |xσ|σ ≤ |σ(α0)|σ
2

, |xσ0 |σ0 ≤ C1, }

这里 C1 ∈ R使得 µ(X1) = 2nvol(OK). 那么对任意的 x ∈ X1,仍旧有(6.3)的不等式成立.

再根据Minkowski定理,我们得到 0 6= α1 ∈ OK ∩X1,且 α1满足

|N(α1)| ≤ C,

当σ 6= σ0时, |σ(α1)|σ < |σ(α0)|σ.

依此下去,我们可以得到一列 α0, α1, · · · ,满足对每个 i

|N(αi)| ≤ C,

当σ 6= σ0时, |σ(αi)|σ < |σ(αi−1)|σ.

但是范小于等于 C 的主 (整)理想只有有限个,所以存在 i < j 使得 (αi) = (αj). 令

uσ0 = αi/αj .

则 uσ0 是单位且满足

|uσ0 |σ0 > 1以及|uσ|σ < 1对任意σ 6= σ0.

也就是说 ι(u)这个向量在 σ0处是正的,在其他处是负的,且所有分量之和是 0:

ι(uσ0) = (−, · · · ,−,+
σ0

,− · · · ,−).

当 σ0 取遍 S∞ 时, 我们得到了 r1 + r2 − 1 个单位 {uσ : σ ∈ S∞} . 根据下面的引理

ι(σ), (σ ∈ S∞)生成了 (Rr1+r2−1)0. 这就证明了 ι(O×
K)是 (Rr1+r2)0中的满格,从而(6.2)中

的第三项是紧的.

引理 6.5. 设 G是拓扑群, H 是 G的紧子群使得 G/H 紧. 则 G紧.

证明. 留给感兴趣的同学.

引理 6.6. 若一个 m阶实数方阵的每行之和是 0,对角线元素均正,其他元素均负. 则此阵的秩是

m− 1.

证明. 练习.
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7 第六讲: 素理想分解

设K 是 n次数域, p是素数. 我们考虑 (p) = pOK 的素理想分解:

pOK =

g∏
i=1

pei .

Z ⊂ OK 诱导了域嵌入 Z/pZ ↪→ OK/pi. 因为 OK 是有限生成的 Z模, OK/p是 Z/pZ的有限扩

张. 这是个有限域的扩张 (练习),记 fi = f(pi/p)为扩张次数,称为 pi 关于 p的剩余类域次数 (或

者惯性指数). ei = e(pi/p)称作分歧指数.

定理 7.1.
g∑

i=1

eifi = n.

证明. 根据中国剩余定理,我们有 Fp-代数同构:

OK/pOK
∼=

g∏
i=1

OK/peii .

由于 OK
∼= Zn,故左边同构于 (Z/pZ)n,即左边的 Fp维数是 n.

所以我们只需证明右边每一项的 Fp 维数是 eifi. 由命题3.4知 pki /p
k+1
i 是一维的 OK/pi 空

间,所以是 fi维的 Fp空间. 现在考虑

OK ⊃ pi ⊃ · · · ⊃ peii .

我们有 dimOK/peii = dimOK/pi + · · ·+ dim pei−1
i /peii = ei dimOK/pi = eifi. 证毕.

定理 7.2. 设 α ∈ OK 使得K = Q(α)且 p ∤ [OK : Z[α]]. 记 f(T ) ∈ Z[T ]是 α在 Q上的极小多项

式. 设 f(T ) := f(T ) mod (p)在 Fp[T ]中的素因子分解为

f(T ) = f1(T )
e1 · · · fg(T )

eg
.

则 (p, fi(α)) := pOK + fi(α)OK (i = 1, · · · , g)是 OK 的两两不同的素理想且

pOK = (p, f1(α))
e1 · · · (p, fg(α))eg ,

以及 e(pi/p) = ei, f(pi/p) = fi.

证明. 显然 OK 与 Z[α]都是秩为 n的有限 abel群,故商群 OK/Z[α]是有限 abel群,且由条件知

p不整除它的阶故而 p倍映射是同构:

OK/Z[α] → OK/Z[α], x mod Z[α] 7→ px mod Z[α].

满射给出了 OK = Z[α] + pOK 单射给出了 Z[α] ∩ pOK = pZ[α]. 那么自然嵌入 Z[α] ↪→ OK 诱

导了同构

Z[α]/pZ[α] ∼= OK/pOK .

由环同态基本定理和中国剩余定理知

Z[α]/pZ[α] ∼= Z[T ]/(p, f(T )) ∼= Fp[T ]/(f(T )) ∼=
g∏

i=1

Fp[T ]/(fi(T )
ei
).

上面的同构诱导了

OK/pi ∼= Fp[T ]/(fi(T )),
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由于 (fi(T )) (i = 1, · · · , g) 是 Fp[T ] 包含 (f(T )) 两两不同的极大理想, pi = (p, fi(α)), (i =

1, · · · , g)是 OK 的两两不同的极大理想. 且 pi的剩余类域次数等于 deg fi(T ).

下面来证明 pOK =
∏

peii . 利用上面的同构和对应知

OK/(p, f ei
i (α)) ∼= Fp[T ]/(fi(T )

ei
), (7.1)

进而

OK/pOK
∼=

g∏
i=1

OK/(p, f ei
i (α)).

这推出了

pOK ⊃
g∩

i=1

(p, f ei
i (α))

利用显然的包含 (p, f ei
i (α)) ⊃ peii . 我们有

pOK ⊃
g∩

i=1

peii =

g∏
i=1

peii .

最后一步利用了 pi (i = 1, · · · , g) 两两不同. 另一方面, OK/pOK 的 Fp-维数是 n, 由(7.1)知

OK/peii 的 Fp维数等于 ei deg fi(T ),故
∏

i p
ei
i 的 Fp维数是

∑
ei deg fi(T ) = deg f(T ) = n. 这就

证明了上述包含是等号.

8 第七讲: Eisenstein多项式, Dedekind判别式定理及应用

引理 8.1. 设 α, β ∈ K, p 是素理想, 约定 vp(0) = ∞. 则 vp(α + β) ≥ min{vp(α), vp(β)}, 且当

vp(α) 6= vp(β)时等号成立.

证明. 由于 α + β ∈ (α) + (β), 根据课后习题知引理中的不等式成立. 若 vp(α) 6= vp(β), 先设

α, β ∈ OK ,以及 r := vp(α) > s := vp(β). 则 α+ β ≡ 0 mod ps但 α+ β ≡ β 6≡ 0 mod ps+1,也就

是说 vp(α+ β) = s. 一般情形,取 0 6= γ ∈ OK 使得 γα, γβ ∈ OK ,利用 vp(ab) = vp(a) + vp(b)知

等式显然.

命题 8.2. 设 f(T ) ∈ Z[T ]是关于素数 p的 Eisenstein多项式, π 是 f(T )的一个根. 记 K = Q(π),

则 p ∤ [OK : Z[π]].

回顾: 首一 n 次整系数多项式 f(T ) ∈ Z[T ] 称作是关于素数 p 的 Eisenstein 多项式, 指

f(T ) ≡ Tn mod p, 且 p2 ∤ f(0). 这样的 f(T ) 在 Z[T ] 中不可约; 若可约 f(T ) = g(T )h(T ), 则

g(T ) ≡ T i mod p, h(T ) ≡ T j mod p,则 g(T )h(T )的常数项将被 p2整除,矛盾.

证明. 设 p是整除 p的一个素理想,显然 π ∈ p,即 vp(π) > 0. 利用 f(T )是 Eisenstein形式以及引

理8.1知

vp(π
n) = vp(p).

根据定理7.1, vp(p) ≤ n,所以 vp(π)必须等于 1,即 p在K 中完全分歧:

(p) = pn.
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现在来证明 p ∤ [OK : Z[π]]. 若不成立, 则存在 α ∈ OK \ Z[π] 使 pα ∈ Z[π]. 那么存在

a0, · · · , an−1 ∈ Z且不全被 p整除使得

pα = a0 + a1π + · · · an−1π
n−1.

注意到右边的 n 项的 p 赋值各不相同, 故其 p 赋值等于最小的那个, 即 vp(aiπ
i) 这里 i 是

0, 1, · · · , n− 1中最小使得 p ∤ ai. 而 vp(aiπ
i) = vp(π

i) = i < vp(p) = n,矛盾.

引理 8.3. 设K = Q(α), α ∈ OK 使得 p2 ∤ disc(1, α, · · · , αn−1). 则 p ∤ [OK : Z[α]].

证明. 设α1, · · · , αn是OK的一组整基,则存在整系数矩阵C使得 (1, α, · · · , αn−1) = (α1, · · · , αn)C.

根据有限生成 abel群的理论知

| detC| = [OK : Z[α]].

根据线性代数知

disc(1, α, · · · , αn−1) = disc(α1, · · · , αn) detC
2.

由此结论显然.

命题 8.4. 设 ζ = ζpk 是 pk 次本原单位根, 则 K = Q(ζ) 是 φ(pk) 次数域, p 在 K 中完全分歧,

OK = Z[ζ], dK = (−1)ϕ(p
k)pkϕ(p

k)−pk−1 .

证明. 如下是 1− ζ 的零化多项式

f(T ) :=
(1 + T )p

k − 1

(1 + T )pk−1 − 1
.

这是个关于 p的 Eisenstein多项式,所以不可约. 故 [K : Q] = φ(pk). 利用习题的计算判别式公式

可得 (留作练习)

disc(f) = (−1)ϕ(p
k)/2pkϕ(p

k)−pk−1
.

根据上面引理和命题8.2知 [OK : Z[ζ]] = 1. 从而 dK = disc(f).

对奇素数 p, Q(ζp)的判别式就是 (−1)
p−1
2 p. 这给出如下有趣的推论. 对m ≥ 1,称 Q(ζm)是

m阶分圆域.

推论. (1)对奇素数 p, Q(

√
(−1)

p−1
2 p) ⊂ Q(ζp);

(2)任何二次域都是分圆域的子域.

证明. 对任意 n 次数域 K, 如果 K/Q 是正规扩张, 即对每个 σi : K → Q (i = 1, · · · , n), 都有

σi(K) = K. 我们知道K 中一组元素的判别式

disc(α1, · · · , αn) = det(σi(αj)i,j)
2,

所以 disc(α1, · · · , αn)是 K 中的平方元. 分圆域显然是正规扩张,根据命题8.4的计算知 dQ(ζp) =

(−1)
p−1
2 pp−2,由此推出 (1).

对于 (2),首先注意到 (ζ8 + ζ−1
8 )2 = 2,由此 Q(

√
2) ⊂ Q(ζ8). 那么对任意无平方因子的整数

d = ±p1, · · · , pk, pi是素数,

Q(
√
d) ⊂ Q(ζ8, ζp1 , · · · , ζpk) ⊂ Q(ζ8|d|).
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练习: 加强上面的 (2)为: 若二次域K 的判别式是 d,则K ⊂ Q(ζ|d|).

下面回到一般的数域K. 迹映射 Tr : OK → Z诱导了线性映射 (我们仍用 Tr表示)

Tr : OK/pOK → Fp.

它又给出了双线性型 〈, 〉:

OK/pOK ×OK/pOK → Fp, 〈ᾱ, β̄〉 = Tr(ᾱβ)

类似的我们也可以定义OK/pOK中n个元素的判别式为 〈, 〉的度量矩阵的行列式. 若α1, · · · , αn

是K 的一组整基,则 α1, · · · , αn是 OK/pOK 的一组 Fp-基. 那么

dK mod p = disc(α1, · · · , αn).

定理 8.5. 设K 是数域. p在K 中分歧当且仅当 p | dK .

证明. 由中国剩余定理,

OK/pOK
∼=

g∏
i=1

OK/peii .

如果 p分歧,则存在 e = ei > 1. 取 π ∈ p \ p2,易见 0 6= π̄ 是个幂零元. 则对任意 ᾱ ∈ OK/pOK ,

απ也是幂零元,从而 Tr(απ) = 0. 这就说明了 〈, 〉是退化的. 根据线性代数, p | dK .

如果 p 是非分歧的, 则 OK/pOK 是 g 个域的直积. 根据有限可分扩张的一般理论, 〈, 〉
限制在 OK/pi 上是非退化的. 由于当 i 6= j 时 OK/pi 与 OK/pj 中元素相乘等于 0, 所以

〈OK/pi,OK/pj〉 = 0. 由此可知,若 ei1, · · · , eiti 是 OK/pi的一组基,在 Fp中,

disc(e11, · · · , e1t1 , · · · , eg1, · · · , egtg) =
g∏

i=1

disc(ei1, · · · , eiti) 6= 0.

从而 dK 6≡ 0 mod p.

利用之前的Minkowski界 (定理8)可得如下关于数域的重要事实:

定理 8.6 (Minkowski). 若数域K 6= Q,则存在素数 p在K 中分歧.

证明. 根据定理知,对任何整理想 a都存在 α ∈ a使得MK ≥ N((α)a−1) ≥ 1. 所以√
|dK | ≥ (

π

4
)r2

nn

n!
.

简单估计知当 n ≥ 2时 |dK | > 1. 根据定理8.5,存在素数 p在K 中分歧.

下面考虑一般分圆域 K = Q(ζ), ζ = ζm = e
2πi
m ,m ∈ Z≥1. 显然 K/Q是 Galois的, 对任意

σ ∈ Gal(K/Q),则存在 a ∈ (Z/mZ)×使得 σ(ζ) = ζa. 这给出了单同态:

Gal(K/Q) → (Z/mZ)×, σ 7→ a mod m, 如果σ(ζ) = ζa.

Gauss证明了如下定理:

定理 8.7. 上面的同态是同构,等价地, [K : Q] = φ(m),这里 φ(m) := #(Z/mZ)×是欧拉函数.

证明. (Gauss的证明)设 f(T ) ∈ Z[T ]是 ζ 的极小多项式,我们需要证明对任意与 m互素的整数

a,f(ζa) = 0. 由于 a是由素数乘积得到的,显然我们只需证明对任意素数 p满足 p ∤ m, f(ζp) = 0.

令 g(T ) ∈ Z[T ]使得 Tm − 1 = fg. 如果 f(ζp) 6= 0, 则必有 g(ζp) = 0. 从而 f(T ) | g(T p). 模 p
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得 f̄ | ḡp. 从而 f̄ , ḡ 在 Fp[T ]中有非平凡公因子. 那么 Tm − 1模 p就有重根. 但另一方面,由于

p ∤ m, Tm − 1与其导函数mTm−1显然互素. 这就矛盾. 定理得证.

若m ≡ 2 mod 4,有 ζm = −ζm/2,那么 Q(ζm) = Q(ζm/2),所以我们假定m 6≡ 2 mod 4.

引理 8.8. 设m 6≡ 2 mod 4. 则 p在K 中分歧当且仅当 p | m.

证明. 若 p | m,则 p在 Q(ζp)中分歧,而 Q(ζp) ⊂ K,易见 p在K 中分歧. 若 p ∤ m,则 Tm − 1模

p没有重根,所以 p在K 中是非分歧的.

现在利用Minkowski判别式界再给一个定理8.7的证明:

Minkowski判别式界 + Dedekind判别式定理. 首先证明若M,N是两个互素的整数,则F := Q(ζM )∩
Q(ζN ) = Q. 如若不然, 则根据 Minkowski 判别式界知 |dF | > 1, 所以有 p 在 F 中分歧, 但

根据上面引理知 p 一定同时整除 M 和 N , 而 M,N 互素, 矛盾！再注意到当 M,N 互素时,

Q(ζM , ζN ) = Q(ζMN ). 根据 Galois理论知限制映射诱导了同构

Gal(Q(ζMN )/Q(ζM )) ∼= Gal(Q(ζN )/Q).

所以

[Q(ζMN : Q] = [Q(ζM : Q][Q(ζN : Q].

这就把问题归化为m是素数方幂的情形,而这是知道的.

8.1 计算: 整基的求法

我讲课堂上所讲的例子抽象出来,写一个对任意数域求整基与判别式的算法; 但必须强调下

面这个算法实际效率不高,对于更高效的算法见计算代数数论方面的书籍 (例如 GTM138).

实际中, 给出一个数域 K 通常是给一个 n 次首一不可约多项式 f(T ) ∈ Z[T ]. K = Q(α),

f(α) = 0. 对任何 β ∈ K,可这样判断 β是否整: 先求出 α在一组基 (比如 1, α, · · · , αn−1)下的矩

阵 (这里 α指 α诱导的线性变换 Aα : x 7→ xα),则对任意 β = r0 + r1α+ · · ·+ rn−1α
n−1, ri ∈ Q,

可写出 β 的矩阵, β 是代数整数当且仅当其特征多项式是整系数的. 下面给出个求整基的步骤：

• 算出 disc(f) = disc(1, α, · · · , αn−1);若 disc(f)平方自由,则 OK = Z[α],算法终止.

这是利用了 disc(f) = [OK : Z[α]]2dK 得出对 p2 ∤ disc(f)的素数 p,有 p ∤ [OK : Z[α]].

• 对每个满足 p2 | disc(f)的 p,考虑有限集合

{a0 + a1α+ · · · an−1α
n−1

p
∈ K : ai = 0, 1, · · · , p− 1, 且不全为0}.

对这个集合中的每个元素,计算它是否为代数整数. 若均不是代数整数,则 p ∤ [OK : Z[α]].

若里面某个元素

α′ :=
a0 + a1α+ · · · an−1α

n−1

p
是代数整数, ak 6= 0,

25



则 1, α, · · · , αk−1, α′, α′, · · · , αn−1 的判别式等于 disc(f)/p2. 然后对这组元素重复上面的

进程.

练习: 验证上面一步的合理性.

实际中算法的第二步有时可利用 Eisenstein判别法优化,比如说,若能找到某个 a ∈ Z使得

f(T + a)是 p-Eisenstein的,则 p ∤ [OK : Z[α]

例 8.1. 设 K = Q( 3
√
2). 因为 disc(T 3 − 2) = −4 ∗ 27, 所以 [OK : Z[ 3

√
2]] 的素因子只可能有

2 和 3. 而 T 3 − 2 是 2-Eisenstein 多项式, (T − 1)3 − 2 是 3-Eisenstein 多项式, 所以 OK 就是

Z[ 3
√
2] = Z[ 3

√
2 + 1]. (对这个例子如果用上面一般的算法,很耗时.)

8.2 Dedekind的例子 f(T ) = T 3 − T 2 − 2T − 8.

标题中的 f(T )是不可约多项式,因为如果可约就有一次多项式因子,根据 Gauss引理 T − a

a ∈ Z整除 f(T ),这就推出 a = ±1,±2,±4,±8,然而它们都不是 f(T )的根. f(T )的不可约性也

能从模 3看出: f(0), f(1), f(2)均模 3不为 0.

令 α 是上面标题中 f(T ) 的根, 则 K = Q(α) 是三次域. 计算得 disc(f) = −4 × 503. 所以

[OK : Z[α]] = 1或者 2. 我们应用前小节的一般算法来判断. 考虑集合

{a0 + a1α+ a2α
2

2
: ai = 0或1且不全为0.}

验算里面的数是否为代数整数,当然 1/2显然不是,然后我们发现 α+α2

2 ∈ OK . 实际上, β := 4/α

是如下首一整系数多项式的根

g(T ) =
T 3f(4/T )

−8
= T 3 + T 2 + 2T − 8.

且 β = α2+α
2 + 1. 这说明了 β ∈ OK 且

disc(1, α, β) = −503从而dK = −503.

这推出了 OK 的一组整基是 1, α, β. 通过计算可知, α2 ≡ α mod 2OK , β2 ≡ β mod 2OK ,从而对

任意 γ ∈ OK ,有 γ2 ≡ γ mod 2OK . 由此知 disc(1, γ, γ2) ≡ 0 mod 2. 这就推出了对每个 γ ∈ OK ,

有 2 | [OK : Z[γ]].

我们断言 2在 K 中实际上是完全分裂的. 先承认这个断言. 这反过来也说明了 OK 不可能

等于 Z[γ]. 如若不然,根据定理7.2知 γ 的极小多项式在 F2[T ]中分解成三个不相同的一次多项式

的乘积,但 F2只有两个元素,不可能！

下面来证明这个断言. 设 Z[T, S]为 Z上二元多项式环. 考虑环同态:

Z[T, S] → Z[α, β], T 7→ α, S 7→ β.

这显然是满射,它的核 I 包含了 α和 β 的所有代数关系. 观察 f(T ), g(T )得以下关系:

0 = f(α) = g(β) = α2 − α− 2− 2β = αβ − 4 = β2 + β + 2− 2α.

实际上 I = (T 2 − T − 2− 2S, TS − 4, S2 + S + 2− 2T ). 这是因为 Z[T, S]/I 是秩 3的自由 Z-模,
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(一组基是 1, T, S 在商环中的像). 而 Z[T, S]/I → OK
∼= Z3是满射,故只能是同构. 所以就有

OK/2OK
∼= F2[T, S]/(T

2 − T, TS, S2 + S).

根据中国剩余定理, 2在OK中完全分裂当且仅当OK/2OK有三个极大理想. 而 (T, S), (T, S+1),

(T − 1, S)在右边商环中的像就是两两不同的三个极大理想. (练习: 验证这三个其实是右边的主

理想.) 写成 OK 中理想的形式,我们有

2OK = (2, α, β)(2, α, β + 1)(2, α− 1, β).

我们将在习题课上演示,实际上K 的类数是 1,特别的右边这三个理想都是主理想.

9 第六讲 (一般版本): 扩张中的素理想

这部分内容是第六讲的交换代数推广.

9.1 局部化

设 A是 (交换)整环,分式域是K, S ⊂ A是非零乘性子集. 定义K 的子环

S−1A := {a
s
∈ K : a ∈ A, s ∈ S}.

显然 A ⊂ S−1A. 若 a是 A的理想,记 S−1a为 a在 S−1A中生成的理想. 容易验证 S−1A中的任

何理想都形如 S−1a. (留作练习). 特别的, 诺特环的局部化依旧是诺特. 这里我们只对整环定义

了局部化,一般情形参考 Atiyah.

引理 9.1. (1)若 p是与 S 不交的素理想,我们有 S−1p ∩A = p.

(2)我们有一一对应:

{A中与S 不交的素理想} ↔ {S−1A的素理想, }

p 7→ S−1p.

证明. (1)设 b ∈ S−1p ∩A,则 b = a
s 其中 a ∈ p, s ∈ S. 则 a = bs ∈ p,但由条件知 s /∈ p,故 b ∈ p.

另一方面我们显然有 p ⊂ S−1p ∩A,故 (1)中等号成立.

(2)由 (1)显然.

推论. 设 p是素理想,则 S = A \ p是乘性子集. 此时记 S−1A = Ap. 则 Ap/pAp 同构于整环 A/p

的分式域;特别的,如果 p是极大理想,自然映射 A → Ap诱导了域同构 A/p ∼= Ap/pAp.

证明. 根据素理想的定义知 S 是乘性子集. 设 S̄ 是 S 在 A/p中的像,即 S̄ 是整环 A/p中的所有

非零元之集. 则 A/p的分式域为 S̄−1(A/p). 映射

S−1A/S−1p → S̄−1(A/p),
a

s
mod S−1p 7→ ā

s̄

显然是同构.

引理 9.2. 设 A ⊂ C 是整环. 设 B 是 A 在 C 中的整闭包. 则对任意乘性子集 S ⊂ A, S−1A 在

S−1C 中的整闭包是 S−1B.

证明. 第一周习题.

27



定义 9.3. 整环 A称作是离散赋值环, 如果它是局部环, 且任何理想都形如 mk, m是 A的极大理

想, k ∈ Z≥0.

取 a ∈ m使得 (π) = mk 中的 k最小,那么 k = 1,从而 m = (π). 任何理想都形如 (πk),所以

离散赋值环是 PID.

引理 9.4. 设 A是 Dedekind整环, p ⊂ A是非零素理想. 则 Ap是离散赋值环,特别的 Ap是 PID.

证明. 因为 A是诺特整闭的,所以 Ap也是. 而且 Ap只有一个非零素理想 p,所以 Ap是 Dedekind

整环. 由 Dedekind 整环的习题知, 只有有限个素理想的 Dedekind 整环是主理想整环, 所以 p =

(π). 而 Dedekind整环中任何理想都是素理想的乘积,所以 Ap是离散赋值环.

9.2 Dedekind整环的扩张

引理 9.5. 设 A ⊂B是环且 B 在 A上整. 若 a是 A的非平凡理想,则 aB 6= B.

在 A = Z, B = OK 或者 Z̄的时候,这个结论较为显然.

证明. 若 aB = B,则存在 α1, · · · , αt ∈ a, b1, · · · , bt ∈ B 使得 1 =
∑

i biαi. 令 B′ = A[b1, · · · , bt].
则 B′也在 A上整且有限生成,故 B′是有限生成的 A-模,即存在 ω1, · · · , ωm使得

B′ = Aω1 + · · ·+Aωm 且aB′ = B′.

特别的,存在a-系数的矩阵M = (aij)i,j使得 (ω1, · · · , ωm) = (ω1, · · · , ωm)M . 即 (ω1, · · · , ωm)(Im−
M) = 0. 两边右乘 Im −M 的伴随矩阵得 d(ω1, · · · , ωm)) = 0,这里 d是 Im −M 的行列式,从而

d · dB′ = 0. 将 Im −M 的行列式展开即看出 1 ∈ a,矛盾.

定义 9.6. ABLK 设 A是 Dedekind整环,分式域为 K; L/K 是有限可分 n次扩张, B 是 A在 L

中的整闭包. 由注2.7知 B 也是 Dedekind整环.

设 p是 A的非零素理想,则由引理9.5知 pB 6= B. 记 pB 的素理想分解为

pB =
∏
P|p

PeP .

因为 B是有限生成的 A模,故 B/P是 A/p的有限扩张,称扩张次数为 P在 L/K 中的剩余类域

次数或惯性指数,记作 fP或 fP/p.

定理 9.7. ∑
P|p

ePfP = n.

引理 9.8. 设 S = A \ p,记 Ap = S−1A, Bp := S−1B 分别是 A,B 关于 S 的局部化. 则

(1) Bp是 Ap在 L中的整闭包,且 Bp
∼= An

p ;

(2) B/pB ∼= Bp/pBp.

证明. (1)的前半句是引理9.2(第一周习题)的特例. 对于后半句,我们取 α1, · · · , αn ∈ Bp 是 L关

于K 的一组基,则重复整基的存在性证明2.2知

Apα1 + · · ·Apαn ⊂ Bp ⊂ Apα̌1 + · · ·+Apα̌n.
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再由引理9.4知 Ap是 PID,所以 Bp
∼= An

p .

(2)满射性: 给定 b
s ∈ Bp (s ∈ A \ p, b ∈ B),因为 s /∈ p以及 p ⊂ A是极大理想,存在 a ∈ A,

a′ ∈ p使得 as+ a′ = 1. 则
b

s
≡ ab mod pBp.

单射性: 取 b = b
s ∈ B∩pBp (b, b′ ∈ B, s ∈ S),则根据理想唯一分解性及 (s)与 pB互素知,b ∈ pB.

从而 B ∩ pBp = pB,这就证明了单射性.

证明. 根据中国剩余定理我们有 k := A/p-代数同构:

B/pB ∼=
∏
P|p

B/PeP . (9.1)

由命题3.4知每个 Pi/Pi+1是一维的 B/P空间,从而作为 k空间是 fP维的. 由

B ⊃ P ⊃ · · · ⊃ PeP ,

知 dimB/PeP = ePfP,这里 dim是作为 k空间的维数. 从而

dim
∏
P|p

B/PeP =
∑
P|p

ePfP.

下面来证明左边的维数是 n.

取 A的乘性子集 S = A \ p,则由上面引理知 S−1B ∼= (Ap)
n. 所以

Bp/(pBp) ∼= (Ap/(pAp))
n ∼= kn.

最后一个同构是因为引理9.1的推论. 再利用上面引理第二条就证明了 dimB/pB = n.

我们称 eP = eP/p为P在 L/K 中的分歧指数. 如果 eP = 1,称P在 L/K 中是非分歧的;否

则称P在 L/K 中分歧. 如果对所有P | p有 eP = 1,称 p在 L/K 中非分歧,否则称 p在 L/K 中

分歧. 如果对每个 P | p, eP = fP = 1,则根据上面公式知在 B 中整除 p的素理想恰有 n个,此时

我们称 p在 L/K 中完全分裂. 如果 eP = n,则 pB = Pn,我们称P或 p在 L/K 中完全分歧. 如

果 fP = n,则 pB 是素理想,称 p在 L/K 中惯性.

下面的 Kummer引理可对一大类 p ⊂ A具体计算 pB 的分解.

定理 9.9. 设 α ∈ B使得 L = K(α). 设 p是 A的素理想使得 B = pB +A[α]. 若 α的极小多项式

f(T ) ∈ A[T ]在 A/p[T ]中的不可约分解为

f(T ) = fe1
1 (T ) · · · feg

g (T ) mod p.

则Pi = pB+ fi(α)B (i = 1, · · · , g)是B的两两不同的素理想, Pi的剩余类域等于 deg fi(T ),且

pB = Pe1
1 · · ·Peg

g . (9.2)

证明. 记剩余类域 A/p为 k. 我们断言 A[α] ↪→ B 诱导如下环同构

A[α]/pA[α] ∼= B/pB. (9.3)

映射显然是良定义的. 满射是由条件 B = pB + A[α]保证的. 两边都是 k 代数,故只需说明

两边的 k 维数相同. 而我们在上一个定理中的证明中已经看到 B/pB 的维数是 n. 由于 A[α]是

自由的 A-模 (比如 1, α, · · · , αn−1是一组基),故

A[α]/pA[α] ∼= A[α]⊗A k ∼= An ⊗A k ∼= kn.
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所以(9.3)是同构,断言成立.

根据环同态基本定理,我们有同构

A[α]/pA[α] ∼= A[T ]/(p, f(T )) ∼= k[T ]/(f). (9.4)

在同构(9.3)和(9.4)的对应下, Pi对应于 k[T ]的理想 fi以及

k[T ]/(fi) ∼= B/(pB, f̄iB).

熟知 k[T ]/(fi)是域,所以 Pi (i = 1, · · · , g)是两两不同的 B 的素理想,且 Pi 的剩余类域次数显

然是 deg fi. 下面来证明(9.2). 根据中国剩余定理及上面的同构我们有下面同构交换图 (且右边每

一项都分别同构)

B/pB B/(pB, f e1
1 (α)B)× · · · ×B/(pB, f

eg
g (α)B)

k[T ]/(f̄) k[T ]/(fe1
1 )× · · · × k[T ]/(f

eg
g ).

∼=

∼= ∼=

∼=

再注意到显然的事实 (pB, f ei
i (α)B) ⊃ Pei

i ,我们有

pB =

g∩
i=1

(pB, f ei
i (α)B) ⊃

g∩
i=1

Pei
i =

g∏
i=1

Pei .

第一个等号是根据上面图第一行, 最后一个等号是因为 Pi(i = 1, · · · , g)两两不同的素理想故两

两互素. 注意到

dimk B/

g∏
i=1

Pei =

g∑
i=1

dimk B/Pei =

g∑
i=1

ei deg fi = n = dimk B/pB,

我们就有 pB =
∏g

i=1P
ei .

我们给出一些已知 A,K,L求 B 的方法.

引理 9.10. 设 B′ ⊂ B 是环. 则 B′ = B 当且仅当对所有 A 的非零素理想 p 有 B′
p = Bp, 这里

B′
p = (A \ p)−1B′.

证明. 如果 B′
p = Bp,我们有

Bp/B
′
p
∼= (B/B′)⊗A Ap = 0.

那么 B/B′ = 0,这是交换代数中的一个一般事实.

定义 9.11. 设 p ⊂ A,若首一多项式 f(T ) ∈ A[T ]满足 f(T ) ≡ Tn mod p,且 p2不整除 f(T )的常

数项 f(0),我们称 f(T )是 (关于 p)的 Eisenstein多项式.

命题 9.12. 设 A 是 Dedekind 整环, p 是 A 的一个非零素理想. (1) 设 f(T ) ∈ A[T ] 是关于 p 的

Eisenstein多项式. 则 f(T )在K[T ]中不可约. 设 π是 f(T )的一个根,令 L = K(π), B 是 A在 L

中的整闭包. 则 Bp/Ap[π] = (B/A[π])⊗A A/p = 0.

(2)设 f(T ) ∈ A[T ]是首一不可约多项式. 设 α是 f(T )一个根,令 L = K(α), B是 A在 L中

的整闭包. 若 p不整除 f(T )的判别式 discf(T ),则 Bp/Ap[α] = (B/A[α])⊗A A/p = 0.
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注意到 (1)是命题8.2的直接推广.

证明. 由引理9.1的推论知 A/p ∼= Ap/pAp,从而有

B/A[π]⊗A A/p ∼= B/A[π]⊗A Ap/pAp
∼= B/A[π]⊗A Ap ⊗A A/p ∼= Bp/Ap[π]⊗A A/p.

现在来证明 (1): f(T ) 在 K[T ] 中不可约是由 Gauss 引理和 Eisenstein 多项式的不可约保证

的. 我们来证 Bp = Ap[π]. 根据 Eisenstain多项式的形状以及引理8.1可知 p在 B/A中完全分歧,

记 pB = Pn,则 vP(π) = 1. 考虑 A的局部化 Ap,此时 pAp = $Ap 是主理想. 记 S = A \ p,则

Bp := Bp是 Ap在 L中的整闭包.

如果 Bp 6= Ap[π],则存在 β ∈ Bp \Ap[π]使得 $β ∈ A[π]. 即存在 a0, · · · , an−1 ∈ A,且 ai不

全属于 $Ap使得

$β = a0 + a1π + · · · an−1π
n−1.

我们设 a0, · · · , ai−1 ∈ p, ai ∈ p, 则根据引理8.1 右边的 P 赋值等于 vP(aiπ
i) = i < n, 但

vP($β) ≥ vP($) = n. 矛盾.

(2) 还是来证明 Bp = Ap[α]. 由于 Bp
∼= An

p , 设 Bp 关于 Ap 的一组基是 β1, · · · , βn. 如果

Bp 6= Ap[α],则过渡 Ap 系数矩阵 C 满足 (1, α, · · · , αn−1) = (β1, · · · , βn)C 且 |C| ∈ pAp. 这样的

话 disc(f) = disc(1, α, · · · , αn−1) = |C|2disc(β1, · · · , βn) ∈ p,这与条件矛盾.

用上面这个推广版本的 Eisenstein多项式结论,我们再给一个m阶分圆域的次数是 φ(m)的

证明同时决定其整数环:

命题 9.13. 对任意m ∈ Z≥1, m阶分圆域 Q(ζm)的的代数整数环是 Z[ζm].

证明. 若 m是素数方幂的情形是通常版本的 Eisenstein多项式内容就决定的, 这不再重复. 一般

地,用归纳法,假设小于m阶的分圆域次数是知道的. 记m = m′pk, p ∤ m,则根据归纳假设Q(ζm′)

是 φ(m′)次数域以及 Z[ζm′ ]是其整数环. 现在需证 [K : Q(ζm′)] = φ(pk)以及 OK = Z[ζm], K 是

Q(ζm). 考虑 ζpk − 1在 Q上的极小多项式

f(T ) =
(1 + T )p

k − 1

(1 + T )pk−1 − 1
.

设 p是 Q(ζm′)的任意一个 p之上的素理想,则将 f(T )看作 Z[ζm′ ]上的多项式的话,我们断言它

是 p-Eisenstein的. 这是因为 p在 Q(ζm′)/Q中是非分歧的, 所以对于一个整数 a, vp(a) = vp(a).

这就说明了 f(T )是 Eisenstein的,那么也不可约. 根据命题9.12(1),

(OK)p = Z[ζm′ ]p[ζpk ].

对于一个不是 p之上的Q(ζm′)的素理想 q,由于 f(T )的多项式判别式与 q互素,根据命题9.12(2)

我们有

(OK)q = Z[ζm′ ]q[ζqk ].

根据引理9.10知 OK = Z[ζm′ ][ζpk ] = Z[ζm].
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10 第八讲: Galois作用

设 A是 Dedekind整环, K 是 A的分式域, L/K 是有限可分扩张, B 是 A在 L中整闭包 (从

而 B 也是 Dedekind整环.) 在本节中我们将假定 L/K 还是正规扩张,从而 L/K 是 Galois扩张,

记 G = Gal(L/K). 接下来, p总表示 A的非零素理想, P以及 Pi 总表示 B 的整除 pB 的非零素

理想. 术语:常把 P | pB 称为 P在 p之上, p = P ∩A称为 p在 P之下.

对 σ ∈ G, σ诱导了环同构 B → B, b 7→ σ(b)以及同构

B/P ∼= B/σ(P), b mod P 7→ σ(b) mod σ(P). (10.1)

这说明了 σ(P)也是 G的素理想,显然 σ(P) | σ(pB) = pB. 设 {P1, · · · ,Pg}是 B的所有 p之上

的素理想所成的集合,则 (σ,P) 7→ σ(P)给出了 G在这个集合上的自然作用.

命题 10.1. 这个作用是传递的. (换言之,对任何两个 p之上的 P,P′,都存在 σ ∈ G使得 σ(P) =

P′.)

证明. 否则 B中存在两个不同 p之上的P,P′使得对任意 σ ∈ G有 σ(P) 6= P′. 根据中国剩余定

理,存在 x ∈ B 使得 x ∈ P′ 且对每个 σ ∈ G有 x /∈ σ(P). 那么,对每个 σ, σ−1(x) /∈ P. 由于 P

是素理想,我们有

NL/K(x) =
∏
σ∈G

σ(x) =
∏
σ∈G

σ−1(x) /∈ P ∩K = p.

但另一方面由 x ∈ P′知 NL/K(x) ∈ P′ ∩K = p,矛盾!

设 pB 的素理想分解为

pB = Pe1
1 · · ·Peg

g . (10.2)

回忆剩余类域次数 fi = f(Pi/p) := [B/Pi : A/p]. 命题10.1和定理7.1推出了

推论. 设 L/K 是 Galois扩张. 则 e1 = · · · = eg, f1 = · · · = fg,从而有 n = efg, e = e1, f = f1.

证明. 对每个 Pi有 σi(P1) = Pi. 所以(10.1)推出了 f1 = · · · = fg.用 σi作用(10.2)两边再利用理

想唯一分解性知 e1 = · · · = eg.

所以当 L/K 是 Galois扩张时,说 p在 L中的分歧指数 ep和剩余类域次数 fp是没有歧义的,

它分别指某个 P = Pi的 e(P/p), f(P/p).

定义 P在 L/K 的分解群为

DP(L/K) = {σ ∈ G : σ(P) = P}.

若无歧义,用 DP或 D来简记这个群. 显然 DP(L/K)就是 P在群 G作用集合 {P1, · · · ,Pg}下
的稳定子群. 由一般群作用的轨道公式以及命题10.1知

#DP(L/K) =
#G

g
= ef. (10.3)

若 σ ∈ D := DP(L/K), 则 σ 诱导的(10.1)中的同构变为自同构且限制在 A/p 上不动, 于

是(10.1)诱导了自然群同态

ε : D → Aut(κ(P)/κ(p)). (10.4)
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这里 κ(P) = B/P, κ(p) = A/p. 定义 P的惯性群为

IP(L/K) = {σ ∈ D : b ≡ σ(b) mod P, ∀b ∈ B}.

若无, 我们用 IP 或者 I 来记惯性群. IP 是同态 ε 的核, 特别的它是 DP 的正规子群. 我们有

Iσ(P) = σIPσ
−1.

命题 10.2. 假设 κ(P)/κ(p)是可分扩张. 我们有 κ(P)/κ(p)是正规扩张,且(10.4)中的同态 ε决定

了正合列:

1 → IP → DP → Gal(κ(P)/κ(p)) → 1.

特别地, #IP是 p在 L中分歧指数.

证明. 首先来说明 κ(P)/κ(p)是正规扩张. 对 b̄ = b mod P ∈ κ(P),多项式 f(T ) :=
∏

σ∈G(T −
σ(b)) ∈ K[T ], 而且它的系数都在 A上整, 所以由 A在 K 中整闭知 f(T ) ∈ A[T ]. 那么 f̄(T ) :=

f(T ) mod p ∈ κ(p) 是 b̄ 在 κ(p)[T ] 中的零化多项式. 由于 L/K 是 Galois 扩张, f̄(T ) 的每个根

σ(b) ∈ κ(P). 这就说明了 κ(P)/κ(p)是正规扩张. (在课堂上我们考虑数域的情形,这就是有限域

扩张,所以正规是显然的.)

现在只需证明(10.4)是满射. 根据我们的假设 κ(P)/κ(p)是可分扩张. 可设 ā = a mod P是

κ(P)/κ(p)的一个本原元,即使得 κ(P) = κ(p)(ā). 根据中国剩余定理,存在 b ∈ B 使

b ≡ a mod P, b ≡ 0 mod σ(P) 当σ /∈ D时.

考虑 g(T ) :=
∏

σ∈G(T − σ(b)),显然 g(T )是首一 A系数多项式且 ḡ(T ) ∈ κ(T )是 ā的一个零化

多项式. 但根据上面 b的选取知存在 k ∈ Z使得

ḡ(T ) = T k
∏
σ∈D

(T − σ(b)).

显然 ā 6= 0, 这就说明了 ā 在 κ(p) 上的极小多项式整除
∏

σ∈D(T − σ(b)). 从而对任何 τ ∈
Gal(κ(P)/κ(p)), τ(ā)的共轭根都等于某个 σ(b), σ ∈ D. 这推出(10.4)是满射. 从而有命题中的正

合列.

命题 10.3. 我们有 DP(L/E) = DP(L/K) ∩Gal(L/E)以及 IP(L/E) = IP(L/K) ∩Gal(L/E).

证明. 由定义直接得.

记 LD 和 LI 为 L/K 分别被 D 和 I 固定不动的中间域,称它们为 P的分解域和惯性域. 若

E 是 L/K 的中间域,记PE = P ∩E. 则PE 是 p之上 E 的素理想. 如下的两个命题可看出这两

个群确实"掌管着"P在 L/K 及其中间域中的分解.

命题 10.4. 设 E 是 L/K 的中间域,记 D = DP(L/K). 则以下几条等价:

(1) e(PE/p) = f(PE/p) = 1;

(2) e(P/PE) = e(P/p), f(P/PE) = f(P/p);

(3) DP(L/E) = D;

(4) E ⊂ LD;换句话说,分解域是最大的中间域使得 e(PE , E/K) = f(PE , E/K) = 1.

(5) D作用 E 平凡.
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证明. (1) 与 (2) 的等价是由分歧指数与剩余类域次数的传递公式所得. 根据命题10.3与分解群

的阶公式(10.3), (2) 等价于 (3). (3) 推 (4) 是由 Galois 对应, (4) 推 (3) 是因为一方面由 (4) 知

Gal(L/E) ⊃ D,再加命题10.3即知. (4)等价于 (5)是由 Galois对应.

注 10.5. (1) 如果 D 还是 G 的正规子群, 这时对任意 σ ∈ G 有 Dσ(P) = D. 则在上面命题中

E = LD 的情形推出

p在E 中完全分裂⇔ D作用E 平凡⇔ E ⊂ LD.

这样看"分解群和分解域更加名副其实."

(2) 可利用分解域给出(10.4)是满射的另一证明 (见冯老师书). 我们记 PD = P ∩ LD. 则

由命题10.4知 κ(PD) = κ(p). 设 ā ∈ κ(P) 是 κ(P)/κ(p) 的本原元, 则考虑多项式 g(T ) =∏
σ∈D(T − σ(a)). 它是首一OLD 系数多项式,故 ḡ(T ) mod PD ∈ κ(PD)[T ] = κ(p)[T ]以 ā为根,

故每个 ā在 κ(p)上的共轭根都等于某个 σ(a) mod P, σ ∈ D. 这就证明了(10.4)是满射.

命题 10.6. 设 E 是 L/K 的中间域,记 I = IP(L/K). 则以下几条等价:

(1) e(PE/p) = 1;

(2) e(P/PE) = e(P/p);

(3) IP(L/E) = I;

(4) E ⊂ LI ;换句话说,惯性域是最大的中间域使得 e(PE , E/K) = 1.

(5) I 作用 E 平凡.

证明. 证明与命题10.4相似,留作练习.

如下是几个经常用到的结论. 这些命题的陈述虽然看起来与Galois扩张、Galois群、分解群、

惯性群没有关系，但取正规闭包后考虑这几个群的作用使得证明变得直接了当,都成为命题10.4,

10.6的推论了. 这便是考虑 Galois作用的一大好处.

命题 10.7. 设 F/K, M/K 是两个有限可分扩张, p是K 的一个素理想.

(1) 若 F 的一个 p之上素理想 pF 在 F/K 中是非分歧的, 则每个 pF 之上的 MF 素理想在

MF/M 中也是非分歧的.

(2)若 p在 F/K 中是非分歧的,则每个M 的 p之上素理想在MF/M 中也是非分歧的.

(3)若 p在 F/K 和M/K 中都是非分歧的,则 p在MF 中也是非分歧的.

(4)若 p在 F/K 中是非分歧的,则 p在 F/K 的正规闭包中也是非分歧的.

证明. 注意到 (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4)是容易的 (细节留作练习). 下面来证 (1):

设 L ⊃ MF 使得 L/K 是有限 Galois扩张. 记P是 L的 pF 之上的一个素理想. 根据条件知

IP(L/K)作用 F 平凡. 由 IP(L/M) = IP(L/K) ∩Gal(T/M)知 IP(L/M)作用M 和 F 都平凡

即作用MF 平凡. 所以 P在MF/M 中非分歧.

练习: 举例说明命题10.7的 (1)和 (2)反过来不对.

命题 10.8. 设 F/K, M/K 是两个有限可分扩张, p是K 的一个素理想.
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(1)若 F 的一个 p之上素理想 pF 在 F/K 中使得 e(pF /p) = f(pF /p) = 1,则每个 pF 之上的

MF 素理想在MF/M 中分歧指数与剩余类域次数也都是 1.

(2)若 p在 F/K 中是完全分裂的,则每个M 的 p之上素理想在MF/M 中也是完全分裂的.

(3)若 p在 F/K 和M/K 中是完全分裂的,则 p在MF 中也是完全分裂的.

(4)若 p在 F/K 中是完全分裂的,则 p在 F/K 的正规闭包中也是完全分裂的.

证明. 与命题10.7的证明是类似的,留作练习.

10.1 Dedekind多项式 T 3 − T 2 − 2T − 8

现在通过一个具体例子来看看分解群和惯性群: 设K = Q(α), α = α1是 f(T ) = T 3 − T 2 −
2T − 8 = (T − α1)(T − α2)(T − α3)的一个根. 计算得 disc(f) = −4 ∗ 503. 我们的目标是证明

2在 K 中完全分裂. 记 F = Q(
√
disc(f)) = Q(

√
−503). 则 K/Q的正规闭包是 L := KF . 通过

σ 在 {α1, α2, α3} 上的作用我们有同构 Gal(L/Q) ∼= S3. 记 P 为 L 的一个 2 之上的素理想. 记

D = DP(L/Q), I = IP(L/Q). 首先注意到 2在 F 中是完全分裂的. 所以 D作用 F 平凡,也就是

说 D ⊂ Gal(L/F ). (1)这一步证明 I 是平凡的即 e(P/2) = 1. 如若不然, I = Gal(L/F ) = 〈σ〉是
3阶循环群. 由于 σ轮换 α1, α2, α3,根据惯性群的定义我们有

α1 ≡ α2 ≡ α3 mod P.

特别的 f(T ) mod P有三重根,但 f(T ) ≡ T (T − 1)2 mod P,矛盾!

(2)这一步证明 I 是平凡的即 e(P/2) = f(P/2) = 1. 如若不然 D = Gal(L/F ),则 e(P/2) =

1, f(P/2) = 3. 又DP(L/K) = D ∩Gal(L/K) = {1},即 e(P/p) = f(P/p) = 1,这里 p = P∩K.

那么必有 f(p/2) = 3. 这说明 2OK 是OK 的素理想. 但 α, 4
α ∈ OK \2OK 使得 4 = α× 4

α ∈ 2OK .

这说明 2OK 不是素理想. 这个矛盾说明了 D平凡,从而 2在 L中完全分裂,特别的 2在 K 中也

是完全分裂.

习题 10.1. 写出 L/Q的所有中间域,求 L的 3, 503之上的素理想的分解域与惯性域.

10.2 Frobenieus元

现在设 L/K 是数域的扩张. 取 A = OK 则 B = OL. OK 的剩余类域 κ(p) 是有限域, 阶

为 N(p). 根据有限域扩张的理论知, Gal(κ(P)/κ(p)) 是 f 阶循环群由所谓的"Frobneieus 自同

构"x 7→ xN(p)生成.

设 p在 L/K 中不分歧,则 IP 平凡, DP(L/K) ∼= Gal(κ(P)/κ(p)). 所以在 G中存在唯一的

元素 FrobP(L/K)使得 FrobL/K 在同构(10.4)下对应于剩余类域扩张的"Frobneieus自同构",即

FrobP(L/K)(x) ≡ xN(p) mod P.

(唯一性是因为 G 中满足上面性质的元素自动属于 DP(L/K).) 这个元素称作 P 在 L/K 中的

Frobenieus元. 若无歧义时,简记 FrobP(L/K)为 FrobP.此时 DP 是由 FrobP 生成的 f(P/p)阶

循环群. 所以对非分歧的 P, 了解清楚 FrobP 在 G 中的阶就知道了 pOL 的分解情况. 特别的,

FrobP = 1当且仅当 p在 L/K 中完全分裂.
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验证可知 Frobσ(P)(L/K) = σFrobP(L/K)σ−1. 从而

Frobp := {FrobP : P | pOL}是G的一个共轭类.

特别的若 G是 abel群时, Frobp是 G中良定义的元素,而且此时根据中国剩余定理,有

Frobp(L/K)(x) ≡ xN(p) mod pOL.

引理 10.9. 设 P ⊂ OL在 L/K 中不分歧, E 是 L/K 的中间域.

(1) FrobP(L/E) = FrobP(L/K)f(E/K),这里 f(E/K)是 P ∩ E 关于 p的剩余类域次数;

(2)若 E/K 是 Galois扩张,则 FrobP(L/K)|E = FrobPE
(E/K).

证明. 均从定义出发显然.

10.3 分圆域

我们可用 Frobenieus 元的存在性来计算分圆域的次数, 即重新证明 Gauss 的定理8.7. 设

Q(ζm)是m阶分圆域, m 6≡ 2 mod 4. 则 p在 Q(ζm)中不分歧当且仅当 p ∤ m. 我们考虑

Frobp := Frobp(Q(ζm)/Q) ∈ Gal(Q(ζm)/Q).

它具有性质

Frobp(ζm) ≡ ζpm mod p 以及存在i, Frobp(ζm) = ζim, (i,m) = 1.

但由 p ∤ m易知 Tm−1模 p没有重根,所以 ζim ≡ ζpm mod p表明了 ζim = ζpm. 即 Frobp(ζm) = ζpm.

这就说明了 Gal(Q(ζm)/Q) → (Z/mZ)×是满射.

Frobenieus元还可用来计算一个素数 p在 Q(ζm)中的 e, f, g.

定理 10.10 (分圆域中的分解律). 设K = Q(ζm), m 6≡ 2 mod 4.

(1)设 p ∤ m. 则 p在K 中不分歧, fp(K/Q)等于 p mod m在 (Z/mZ)×中的阶.

(2)设m = pkm′, p ∤ m′. 则 ep(K/Q) = φ(pk), fp(K/Q)等于 p mod m在 (Z/m′Z)×中的阶.

(3)特别的, p在K 中完全分裂当且仅当 p ≡ 1 mod m.

证明. (1)当 p ∤ m时熟知 p不分歧. 剩余类域次数等于 Frobp的阶等于 p在 (Z/mZ)×中的阶,得

证.

(2)设 p为 K 的 p之上的素理想. 因为 p在 K ′ := Q(ζm′)中不分歧以及 K = K ′Q(ζpk),根

据命题10.7知 p在 K/Q(ζpk)中不分歧. 熟知 p在 Q(ζpk)中完全分歧. 所以 p在 K/K ′ 中完全分

歧故在K/Q中具有分歧指数 φ(pk). 剩下的部分由 (1)可得.

(3)由 (2)立得.

我们用分圆域的方法来证明 Gauss的二次互反律.

定理 10.11 (Gauss二次互反律). 设 p, q是两个不同的奇素数. 记 p∗ = (−1)
p−1
2 p.

(1) p在 Q(
√
q)中分裂当且仅当 q在 Q(

√
p∗)中分裂;

(2) p在 Q(
√
2)中分裂当且仅当 p ≡ ±1 mod 8;

(3) p在 Q(
√
−1)中分裂当且仅当 p ≡ 1 mod 4.
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根据理想分解与多项式 mod p 分解的对应, 我们知道奇素数 p 在 Q(
√
d) 中分裂当且仅当

T 2 − d mod p有两个不同的解,当且仅当 d模 p是平方元,用 Legendre符号的语言来说的话,这

等价于
(d
p

)
= 1. 所以由定理10.11(1), (3)就得出初等数论所看到的二次互反律表述形式:(p

q

)(q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

定理10.11的证明. 证明最重要的一点是我们在推论8算出的 Q(
√
p∗) ⊂ Q(ζp).

我们刚刚算出 Frobq(Q(ζp)/Q) = σq,这里 σq ∈ Gal(Q(ζp)/Q)将 ζp 变为 ζqp . 也就是说在同

构Gal(Q(ζp)/Q) ∼= (Z/pZ)×下, Frobq对应于 q mod m, Gal(Q(ζp)/Q(
√
p∗))对应于 ((Z/pZ)×)2,

后面这点是因为 (Z/pZ)×是循环群.

(1) q在Q(
√
p∗)中分裂⇔Frobq(Q(

√
p∗)/Q) = 1⇔Frobq(Q(ζp)/Q)|Q(

√
p∗) = 1⇔Frobq(Q(ζp)/Q) ∈

Gal(Q(ζp)/Q(
√
p∗))⇔ q ∈ ((Z/pZ)×)2 ⇔ p在 Q(

√
q)中完全分裂.

(2)利用 Q(
√
2) = Q(ζ8 + ζ−1

8 )可类似证明,留作练习.

(3)留作练习.
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